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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befafit sich mit der parallelen Erstellung von Gitternetzen zur realisti-
schen Modellierung von Oberfldchen durch Delaunay-Triangulationen hoherer Ordnung. Die Er-
gebnisse von Gudmundsson et al. [39], die diese speziellen Triangulationen eingefiihrt haben,
beziehen sich ausschliefilich auf eine serielle Abarbeitung. Da die zugehorigen Anwendungen,
darunter Geographische Informationssysteme und die Finite-Elemente-Methode, oftmals Paral-
lelverarbeitung erfordern, werden hier mehrere bekannte serielle Algorithmen fiir die effiziente
Anwendung auf grobkornigen Parallelrechnern modifiziert und im CGM-Modell analysiert, dar-
unter die planare Delaunay-Triangulation, Delaunay-Triangulationen erster Ordnung, Voronoi-
Diagramme hoherer Ordnung, die Bestimmung der Ordnung einer Triangulation und die Tiefen-
sortierung eines geeigneten Gitternetzes.

Dariiber hinaus werden drei bekannte parallele Rechenmodelle (PRAM, BSP und CGM) sowie
verschiedene serielle und parallele Algorithmen fiir die planare Delaunay-Triangulation vorge-
stellt und u. a. hinsichtlich ihrer Zeitkomplexitat beurteilt. Einer der parallelen Algorithmen wird
in zwei bekannten Varianten implementiert und wegen der nicht tiberzeugenden experimentellen
Laufzeiten durch eine fiir viele Punktverteilungen im CGM-Modell optimale Alternativversion

verbessert, die als Grundlage fiir die o. g. Verfahren dient.



Inhalt

Einleitung 5

1 Grundlagen

1.1 Algorithmische Geometrie . . . . . .. ... ... ... .. .. .. .. .. .. .....
1.2 HohereOrdnungen . . . . ... .. ... ... .. ... ... 12
121 Delaunay-Triangulationen erster Ordnung . . . . ... ... ... ...... 17
1.3 Parallelverarbeitung . . ... ... ... ... .. ... 18
131 PRAM . . . . e 21
1.3.2 Bulk-Synchronous-Processing . . . . .. ... ..... .. ........... 22
1.3.3 Erweiterungen des BSP-Modells . . . ... ................... 29
14 Fazit. . ... ... e 31
2 Forschungsarbeiten zur Delaunay-Triangulation 32
2.1 Eigenschaften und Anwendungen . . .. ... ... ... .. ... ....... ... 32
2.2 Serielle Algorithmen . . . . . ... ... ... L L 35
221 Flipping . . ... .. ... 35
222 Inkrementelle Algorithmen . . . . ... ... ... ... .. .. .. ... 36
223 Gleitgeradenmethode . . . . ... ... ... ... ... ... L. 36
224 Teileundherrsche . .. ... ... ... ... ... o 37
225 Dualitdt mit 3D-Konvexe-Hiille . . . . . . .. ... ... ......... ... 37
22,6 Zerlegungsstrategie . . .. .. ... ... .. ... L 38
227 Fazit .. ... e 39
2.3 Parallele Algorithmen . . . .. ... ... ... ... .. .. .. .. .. ... 39
231 Berechnung der dreidimensionalen konvexen Hiille . . . . . ... ... ... 40
232 Der AlgorithmusvonKtthn . . . ... ... ... ... ... . 000, 41
2.3.3 Inkrementelles Verfahren . . ... ... ... ... . ... ... ... ..... 42
234 Teileundherrsche . .. ... ... ... ... ... L oo 42
2.3.5 Parallele Zerlegung mit Dreieckspfaden . . . . ... .............. 42
2.3.6 Parallele Zerlegung durch Transformation . ... ............... 43
237 Fazit .. ... . 44



INHALT

3 Varianten des parallelen Zerlegungsalgorithmus
3.1 Grundlagen der Zerlegungsmethode . . . . . . .. ... ... ... .. oL
3.2 Serieller und paralleler Algorithmus . . . . . ... .. ... .. .. ... ... ...
3.3 Zwei Varianten des parallelen Algorithmus . . . . ... ... ... ... ... ..
3.3.1 Das Kommunikationsschema Top-down . . . . .. ... ... .........
3.3.2 Das Kommunikationsschema Sende-an-alle . . . .. ... ... ... .. ...
3.4 Implementierungen und Experimente . . . .. ... ... ... .. ... .. .. ...
341 Implementierungen . .. ... ... ... ... . ... ... ... ...,
3.42 Ergebnisse der Experimente . . . . . .. ... ... L oL
3.5 Bottom-Up und Top-down kombiniert . . . .. ... ... ... ... ... .. ...
3.6 Fazit. .. ... ... ...

4 Parallelverarbeitung im Kontext hoherer Ordnungen
4.1 Delaunay-Triangulationen erster Ordnung . . . . ... ... ... ... ... ....
411 Algorithmus. . . ... ... ...
4.12 Netzoptimierungen mit Delaunay-Triangulationen erster Ordnung . . . . .
4.2 Voronoi-Diagramme hoherer Ordnung parallel berechnen . . ... ... ... ...
421 Bisherige Arbeiten . . ... ... ... o oL oL

422 Parallelisierung von Lees Algorithmus . . ... ................
4.3 Parallele Bestimmung der Ordnung einer Triangulation . . . . . ... .. ... ...
44 Parallel niitzliche k-OD-Kanten bestimmen . . . . . .. ... ... .. ... .....
45 Fazit. .. . ...
5 Paralleles Preprocessing zur Visualisierung von TINs
51 Grundlagen . . ... .. ... ... ...
52 Algorithmus . . . ... ...
53 Fazit. . . . . ... e
SchlufSbemerkungen
Literaturverzeichnis

Abbildungsverzeichnis

45
45
48
51
51
57
60
60
62
63
70

71
72
72

75
76
77
80
83
84

85
85
86
87

88

89

93



Einleitung

Dreieckszerlegungen - iiblicherweise Triangulationen genannt - von geometrischen Objekten wie
Punkten, Polygonen oder Polyedern haben vielfdltige Anwendungsmoglichkeiten. Man kann
sich anhand dieser Zerlegungen zunutze machen, daff das betrachtete Objekt in kleine Fldchen
aufgeteilt worden ist und die Punkte oder Kanten, die zu demselben Dreieck gehoren, eine gewis-
se Zusammenhangseigenschaft oder Ahnlichkeit aufweisen, oft ist dies ganz einfach ihre raumli-
che Néhe.

Ein Geographisches Informationssystem (GIS) speichert geographische Rohdaten und ver-
arbeitet diese zu Informationen fiir den Benutzer. Bei einem solchen System ist die Terrainmo-
dellierung, also die Abbildung der Erd- oder Meeresoberflache im Computer zum Zwecke der
Weiterverarbeitung, Darstellung und Informationsgewinnung, ein wichtiger Teilaspekt. Da man
nicht die Hohe (oder Tiefe) jedes einzelnen Punktes auf der Erde speichern kann, mufs man sich
mit einer relativ kleinen Auswahl von Mefipunkten zufrieden geben. Die Hohen aller anderen
Punkte miissen dann mit Hilfe eines Digitalen Terrainmodells (DTM) durch eine geeignete Inter-
polation berechnet werden. Bereits 1533 schlug der in den Niederlanden geborene Mathematiker
und Astronom Regnier Gemma Frisius, ein Lehrer Gerhard Mercators, vor, Triangulationen zur
Grundlage der Kartographie zu machen, weil er genau dieses Prinzip, mit Hilfe weniger Mefs-
punkte unter Verwendung der Trigonometrie wirklichkeitsgetreue Karten erstellen zu kénnen,
erkannt hatte [35]. Heute sind solche Dreiecksgitter oder -netzwerke (engl.: triangulated irrequ-
lar network (TIN)) neben wenigen anderen Datenstrukturen Standard bei der Speicherung und
Weiterverarbeitung raumlicher Daten im Computer.

Im rechnergestiitzten Entwurf von technischen Bauteilen wird oftmals die sogenannte Finite-
Elemente-Methode (FEM) verwendet, um Eigenschaften eines Bauteils wie die Bruchfestig-
keit, Warmeleitfdhigkeit und Stromungseigenschaften durch Computersimulation zu {iberprii-
fen. Man zerlegt dazu das zu betrachtende geometrische Objekt in kleinere Elemente. In der Ebe-
ne sind diese Elemente {iblicherweise Drei- oder Vierecke, wodurch ein Gitternetz (engl.: mesh)
entsteht. So erreicht man eine Diskretisierung der fiir die Simulation benétigten kontinuierlichen
Funktionen, die ansonsten {iber dem gesamten Eingabebereich berechnet werden miifiten. Oft
ermoglicht erst die Diskretisierung eine Losung mit Computerhilfe, insbesondere bei partiellen
Differentialgleichungen. Die finiten Elemente dieser Gitternetze miissen je nach Anwendung be-
stimmte Qualitédtskriterien aufweisen. So diirfen beispielsweise die Innenwinkel nicht zu klein
sein, da sonst die numerischen Berechnungen falsche Ergebnisse liefern wiirden.

Bei beiden genannten Anwendungen kommt es fiir die Gewinnung realistischer Informatio-

nen wesentlich darauf an, dafy das zugrunde liegende Modell der Wirklichkeit sehr nahe kommt
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EINLEITUNG 6

und die bereits erwdhnten Qualitdtsanforderungen erfiillt werden. Thema dieser Arbeit ist da-
her die Erstellung solcher Triangulationen, die fiir die oben beschriebenen Anwendungen beson-
ders positive Eigenschaften haben. Die bekannteste dieser Dreieckszerlegungen ist die Delaunay-
Triangulation, die unter anderem den kleinsten Winkel der Triangulation maximiert. Fiir die seri-
elle Konstruktion der Delaunay-Triangulation gibt es auf dem Gebiet der Algorithmischen Geo-
metrie eine Reihe bekannter Verfahren, auch einige parallele Verfahren sind bereits vorgeschla-
gen worden [15, 22, 24, 49, 52]. Letzteres ist besonders wichtig, weil die Simulation durch die
Finite-Elemente-Methode fiir viele Anwendungen wegen ihrer Komplexitit auf Parallelrechnern
durchgefiihrt wird. Ausgehend von einem dieser parallelen Algorithmen werden daher zwei sei-
ner Varianten implementiert sowie eine verbesserte Abwandlung fiir ein grobkorniges paralleles
Maschinenmodell entworfen.

Bei der Triangulation von Oberflichen hat die zweidimensionale Delaunay-Triangulation den
Nachteil, daf sie die rdumliche Dimension der Oberfliche nicht in Betracht zieht.! Eine Trian-
gulation im Raum liefert allerdings nicht das gewtinschte Ergebnis einer Dreieckszerlegung des
Oberflachenmodells. Aufgrund des genannten Nachteils konnen sich unerwiinschte Abweichun-
gen des Modells von der Realitidt ergeben, sogenannte kiinstliche Ddmme. Deshalb gehe ich in
meiner Arbeit auflerdem der Frage nach, wie man diese Problemstellen durch das Konzept hohe-
rer Ordnungen von Delaunay-Triangulationen, eingefiihrt von Gudmundsson et al. [39], beseiti-
gen kann. Ein besonderer Schwerpunkt liegt dabei auf der parallelen Berechnung von Delaunay-
Triangulationen erster Ordnung und von Voronoi-Diagrammen beliebiger Ordnung, die bei der
Verbesserung der Modelle eine wesentliche Rolle spielen.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt: Im ersten Kapitel werden zunéchst die Grundlagen der Pro-
blemstellung vermittelt. Diese umfassen sowohl geometrische Datenstrukturen als auch verschie-
dene Modelle der Parallelverarbeitung einschliefilich ihrer Motivationen. Im sich anschliefSen-
den Kapitel werden Eigenschaften und Anwendungsmoglichkeiten der Delaunay-Triangulation
sowie serielle und parallele Algorithmen zu ihrer Berechnung préasentiert. Ein paralleler Zerle-
gungsalgorithmus wird anschliefiend in Kapitel drei detailliert analysiert und anhand zweier Im-
plementierungsvarianten evaluiert. Ausgehend von diesen Varianten und den experimentell ge-
wonnenen Laufzeiten wird danach ein verbesserter Algorithmus fiir ein grobkorniges paralleles
Maschinenmodell formuliert. Der Fokus im vierten Kapitel liegt auf dem Konzept der Delaunay-
Triangulationen und Voronoi-Diagramme hoherer Ordnung im Kontext der Parallelverarbeitung.
Dabei wird unter anderem ein paralleler Algorithmus zur Bestimmung von Voronoi-Diagrammen
hoherer Ordnung entworfen. Kapitel fuinf zeigt mit der Methode der parallelen Tiefensortierung
fiir die Visualisierung eine konkrete Anwendungsmoglichkeit der erzielten Ergebnisse, die im
Schlufikapitel noch einmal zusammengefafit und in den Stand der Forschung eingeordnet wer-

den.

1Bei der Darstellung von Terrains durch TINs spricht man oft von 2,5-Dimensionalitit. Da die Oberfliche der Erde als
Abbildung f: (x,y) — z gespeichert wird und f eine Funktion ist (d. h. fiir festes x und y ergibt sich maximal ein Wert z
= f(x,y)), entsteht dadurch kein echtes dreidimensionales Volumen, sondern eine Oberflédche, der die Dimensionalitit 2,5
zugeschrieben wird.



Kapitel 1
Grundlagen

1.1 Algorithmische Geometrie

Zum besseren Verstandnis werden zunéchst einige grundlegende Objekte der algorithmischen
Geometrie und deren Eigenschaften erldutert. Die Definitionen und Sétze dieses Unterkapitels
sowie deren vollstindige Beweise findet man in géngigen Lehrbiichern wie dem von Rolf Klein

[47] oder dem sehr anschaulich geschriebenen von de Berg et al. [13].

Definition 1.1 S C R? mit d > 2 heifit konvex genau dann, wenn fiir je zwei Punkte p, g € S gilt:
pq < P

Das Geradensegment, das zwei Punkte einer konvexen Menge verbindet, liegt also immer voll-

standig innerhalb dieser Menge.

Definition 1.2 (vgl. de Berg et al. [13, S. 2]) Sei S C RY mit d > 2. Dann ist die konvexe Hiille CH
von S die kleinste Menge, die S enthiilt und konvex ist. Priziser gesagt ist CH(S) der Durchschnitt aller
konvexen Mengen, die S enthalten (s. Abb. 1.1).

Abbildung 1.1: Planare Punktmenge und ihre konvexe Hiille

Konvexe Hiillen werden z. B. in der Digitalgraphik zur Beschleunigung der Kollisionserkennung

von Objekten verwendet. Nur dann, wenn sich die konvexen Hiillen zweier Objekte schneiden,



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 8

koénnen diese miteinander kollidieren. Falls sich also die betrachteten Objekte nur selten schnei-
den, gentigt es, zundchst die einfachere Schnittberechnung der konvexen Hiillen durchzufiihren.
Erst wenn dieser Schnitt nicht leer ist, mufs man die eigentlichen Objekte betrachten und deren

Durchschnitt in einem normalerweise aufwendigeren Verfahren berechnen.

Bezeichnung 1.3 Rand(CH(S)) bezeichne die geordnete Menge von Kanten, die im Gegenuhrzeigersinn
die Punkte der konvexen Hiille von S miteinander verbinden und so ein konvexes Polygon ergeben. Ein

Beobachter, der dem Kantenverlauf folgt, sieht demnach das Innere dieses Polygons immer zu seiner Linken.

Fiir die Berechnung der konvexen Hiille in der Ebene gibt es eine ganze Reihe von Algorithmen.
Man kann durch Reduktion auf das Sortierproblem zeigen, dafy deren Laufzeit eine Komplexitét
von §(nlogn) fiir eine Eingabe aus n Punkten haben muf3. Allerdings gibt es unter bestimm-
ten Voraussetzungen niitzliche Verbesserungen: So benétigt der Algorithmus von Chan [18] nur
O(nlog h) Schritte, wobei h die Anzahl der Punkte auf dem Rand der konvexen Hiille bezeich-
net?, und der recht einfach zu implementierende Algorithmus Grahams Scan [38] benétigt nur
O(n) Schritte, wenn die Eingabe sortiert Vorliegt3.

Wie man auf Abbildung 1.1 sieht, erhélt man durch die Berechnung der konvexen Hiille eine
gewissermafien abgeschlossene zusammenhingende Punktmenge. Diese Zusammenhangseigen-
schaft zwischen Punkten kann man weiter verfeinern, indem man so lange wie moglich zwischen
jeweils zwei Punkten eine Kante derart einfiigt, daf8 sich Kanten hochstens in ihren Endpunkten
schneiden. Kann man keine Kante mehr einfiigen, weil sonst ein nicht erlaubter Schnittpunkt ent-
stehen wiirde, sind alle entstandenen Flachen Dreiecke. Man nennt daher den Graphen aus den
Punkten und den sie verbindenden Kanten Triangulation oder Dreieckszerlequng. Formal definiert

man:

Definition 1.4 Sei S C R? eine Punktmenge in der euklidischen Ebene. Der planare Graph G = (S,E)
ist genau dann eine Triangulation T von S, wenn E = {(i, j) | ij ist ein Geradensegment, das hochstens
in seinen Endpunkten geschnitten wird Ni,j € S} maximal (also nicht durch Kanten kreuzungsfrei er-

weiterbar) ist.

Die bekannteste Triangulation ist die Delaunay-Triangulation DT(S), benannt nach dem russi-
schen Mathematiker Boris Nikolaevich Delone*. Zwar hatten sich vor ihm bereits andere mit der
Thematik beschiftigt, aber Delone fand in den 1930er Jahren als erster wichtige Strukturmerkma-
le der nach ihm benannten Triangulation [27].

Damit deren gewiinschten Eigenschaften gelten, muff man - wie hiufig in der Algorithmi-
schen Geometrie - die allgemeine Lage der Eingabe voraussetzen, um so Entartungen auszu-

schliefSen.

Bezeichnung 1.5 Im folgenden ist mit allgemeiner Lage gemeint, daf$ keine d+1 Punkte aus R? kollinear

und keine d+2 Punkte aus R® kozirkular sind.

2Im worst case kénnen alle n Punkte auf dem Rand liegen, so daf kein Widerspruch zur unteren Schranke Q(n log n)
besteht.

3 Auch hier besteht kein Widerspruch, da die untere Schranke allgemein, also auch fiir unsortierte Eingaben, gilt und
Sortieren von n Punkten Q(n log n) Schritte erfordert.

4Wie de Berg et al. [13, S. 189] ausfiihren, entstand die franzsische Schreibweise des kyrillischen Namens, weil Delone
seine Arbeiten auf franzosisch publizierte.
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Definition 1.6 Sei S C R? eine Punktmenge in der euklidischen Ebene in allgemeiner Lage. Fiir beliebige

p,q,r €S gilt dann:

1. p, q, r bilden genau dann ein Delaunay-Dreieck in S, wenn der Kreis C(p,q,r) um Apqr keinen

weiteren Punkt aus S enthilt (Leerer-Umbkreis-Kriterium).

2. Eine Triangulation T(S) ist genau dann eine Delaunay-Triangulation DT(S), wenn alle Dreiecke aus
T(S) Delaunay-Dreiecke sind.

Abbildung 1.2: Delaunay-Triangulation und Voronoi-Diagramm einer planaren Punktmenge

Die Delaunay-Triangulation ist eng verbunden mit einem weiteren sehr bekannten Objekt
der Algorithmischen Geometrie, dem Voronoi-Diagramm (siehe Abbildung 1.2). Dieses Diagramm
ordnet jedem Punkt der Ebene seinen nidchsten Nachbarn aus einer gegebenen Menge von Kon-

figurationspunkten zu. Dazu definiert man:

Definition 1.7 Sei S C R? eine Punktmenge in der euklidischen Ebene in allgemeiner Lage und seien

p,q € S. d(p,q) bezeichne den euklidischen Abstand zwischen den Punkten p und q. Dann ist
1. die Voronoi-Region von p definiert als VR(p) = {r € R? : d(p,r) < d(p,q)Vq € S}.

2. das Voronoi-Diagramm von S definiert als V. D(S) = U, V R(p).

Bezeichnung 1.8 Die Rinder einer Voronoi-Region nennt man Voronoi-Kanten, die Schnittpunkte der

Voronoi-Kanten heiflen Voronoi-Knoten.

Es ist durchaus moglich, die Delaunay-Triangulation als duales Konstrukt zum Voronoi-
Diagramm zu definieren und dann das Leerer-Umkreis-Kriterium daraus zu folgern. Hier wird

der umgekehrte Weg eingeschlagen, um eine bessere Verstandlichkeit zu erreichen:

Satz 1.9 Sei S C R? eine Punktmenge in der euklidischen Ebene in allgemeiner Lage. Dann ist DT(S)
graphentheoretisch dual zu VD(S), d. h. zu jeder Voronoi-Region in VD(S) gibt es genau einen Knoten
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in DT(S) und die Knoten in DT(S) sind genau dann durch eine Kante miteinander verbunden, wenn ihre

korrespondierenden Voronoi-Regionen eine gemeinsame Voronoi-Kante haben.

Beweis: Der Beweis, dafs der duale Graph zu VD(S) eine Triangulation T von S ist, findet sich
bei Preparata und Shamos [59, S. 209]. Dort wird auch gezeigt, dafs der Kreis um einen Voronoi-
Knoten durch die drei Punkte aus S, die diesen Voronoi-Knoten induzieren, keinen weiteren Kno-
ten aus S enthélt. Daraus folgt, dafs es kein Dreieck in T gibt, dessen Umkreis einen anderen Punkt

als die drei erzeugenden enthilt. Somit ist T die Delaunay-Triangulation von S. O

Aufgrund dieser Dualitdt kann man die Losung fiir eines der beiden Probleme berechnen und
das Ergebnis dann sehr einfach mit Komplexitit O(n) in die Losung des anderen Problems um-

wandeln.

Bezeichnung 1.10 Bestehe ein konvexes Viereck aus den Punkten a, b, c und d und den sie verbindenden
Kanten ab, be, cd und ad (s. Abbildung 1.3). Bildet weiterhin ac eine Dreieckskante in diesem Viereck und
ersetzt man sie durch bd, so nennt man diesen Vorgang der Kantenersetzung Kantenwechsel oder nach

dem englischen Vorbild Kantenflip (edge flip).

Abbildung 1.3: Konvexes Viereck mit zwei moglichen Diagonalen

Satz 1.11 (vgl. Klein [47, S. 236ff.]) Sei S eine n-elementige planare Punktmenge in allgemeiner Lage.
Dann hat DT(S) die lexikographisch grofste Winkelfolge unter allen Triangulationen von S.

Beweisidee: Sei T eine Triangulation von S. Gibt es kein Dreieck von T, dessen Umkreis einen an-
deren Punkt aus S im Innern enthilt, so ist T = DT(S), weil jede Triangulation von S die gleiche
Anzahl von Dreiecken hat. Gibt es ein solches Dreieck Apgr, so liegt in seinem Umkreis (aber
nicht im Dreieck selbst) ein Punkt t. Liege o. B. d. A. t iiber der Kante pr und q darunter. Sind t
und das Dreieck so gewéhlt, dal der Winkel von t zu p und r maximal ist, mufs auch Aprt ein
Dreieck von T sein. Nun kann man durch das Ersetzen der Kante pr durch die Kante ¢ (edge flip)
eine neue Triangulation erstellen, deren Winkelfolge groéfier ist. Man kann also die Winkelfolge
jeder von DT(S) verschiedenen Triangulation durch einen Kantenflip vergrofsern. Aufgrund des-
sen mufs die Winkelfolge von DT(S) maximal sein. Fiir den vollstindigen Beweis siehe Klein [47,
S. 236ff.]. O

Die Delaunay-Triangulation sorgt also dafiir, dafs man Dreiecke erhilt, die tiber die gesamte Tri-

angulation gesehen maximal grofSe Winkel haben. An bestimmten Stellen konnen zwar andere
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Triangulationen fiir glinstigere Winkel sorgen, dies geht dann allerdings mit einem hoheren Qua-
litatsverlust an anderen Stellen der Dreieckszerlegung einher. Leicht einzusehen ist durch den
obigen Satz auch, daff durch DT(S) der kleinste Winkel aller moglichen Triangulationen maxi-
miert wird. Wie bereits angedeutet, ist es fiir numerische Berechnungen wichtig, daf8 die Innen-
winkel der Dreiecke nicht unter einen bestimmten Schwellenwert fallen. Tun sie dies, kann die
Berechnung ungenau werden oder vollig entarten. Um dies bestmoglich zu verhindern, findet
bei der Approximation von Oberflichen zur numerischen Simulation durch den Computer die
Delaunay-Triangulation Verwendung. Die dazu verwendeten Datenstrukturen sollen nun genau-

er betrachtet werden:

Definition 1.12 (vgl. van Kreveld [48, S. 40]) Ein TIN (von engl.: triangulated irregular network)
speichert eine endliche Menge von Punkten mit ihrem Hohenwert, die Verteilung der Punkte ist unregel-

mifig. Auf diesen Punkten ist eine planare Triangulation gegeben.

Definition 1.13 (vgl. Bern und Eppstein [14, S. 2]): Ein strukturiertes Netz (engl.: structured mesh)
in zwei Dimensionen ist iiblicherweise ein regelmifiiges Gitter aus Quadraten, dessen Punkte (aufler an
den Rindern) isomorphe Nachbarschaftsbeziehungen haben. Eine Dimension hoher wird ein regelmiifsi-
ges Gitter aus Wiirfeln verwendet. Ein unstrukturiertes Netz (engl: unstructured mesh) ist meist eine

Triangulation mit beliebigen Nachbarschaftsbeziehungen.

Nachfolgend wird der Begriff TIN fiir Netze verwendet, die man als 2,5-dimensional bezeichnet.
Sie modellieren Oberfldchen, die zu einem beliebigen Wert der Definitionsebene maximal einen
Wert des Wertebereichs annehmen konnen (Funktionscharakter), wie etwa bei der Terrainmodel-
lierung. Im Unterschied dazu soll der Begriff Mesh solche Strukturen bezeichnen, die zwar aus
zweidimensionalen Elementen (also Dreiecken, nicht Tetraedern) zur Oberflichenmodellierung
bestehen, deren Oberfldchen sich im Raum allerdings auch so kriimmen dtirfen, daf8 sie keinen
Funktionscharakter haben. TIN und Mesh werden unter den Oberbegriffen Netz und Gitternetz

zusammengefaf3t.

Der Hohenwert (oder Tiefenwert, etwa bei der Profilanalyse von Meeresbéden) zu TIN-
Punkten gibt demnach bei der Terrainmodellierung an, welche Hohe dieser Ort in der Realitat
aufweist. Allerdings macht die planare Delaunay-Triangulation keinen Gebrauch von diesen Ho-

hendaten, so daf$ unerwiinschte Effekte auftreten konnen, die man kiinstliche Diimme nennt.

Beispiel 1.14 Bei der Abbildung eines Tals zwischen zwei Gebirgsketten in einem Computermodell soll-
te der Talverlauf durch Kanten im TIN nachvollziehbar sein. Nun kann es durch die Verwendung der
Delaunay-Triangulation und deren Vernachlissigung der Hohendaten allerdings dazu kommen, dafS der

Talverlauf durch eine Querkante zwischen den beiden Gebirgsketten durchbrochen wird (s. Abb. 1.4).

Diese Querkante stellt einen kiinstlichen Damm dar, der eine Abweichung des Modells von
der Realitdt darstellt und sich daher bei der Simulation anhand des Modells negativ auswirkt.
Um die niitzlichen Eigenschaften der Delaunay-Triangulation im wesentlichen zu erhalten, aber
gleichzeitig kiinstliche Damme moglichst zu vermeiden, wird das Leerer-Umkreis-Kriterium auf-

geweicht, was im folgenden Abschnitt zu Delaunay-Triangulationen hoherer Ordnung fiihrt.
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Abbildung 1.4: Kiinstlicher Damm in einem TIN (links) und seine Auflésung durch einen Kan-
tenwechsel (rechts)

1.2 Hohere Ordnungen

Damit man unerwiinschte Kanten aus der Delaunay-Triangulation zugunsten erwiinschter Kan-
ten entfernen kann, ohne die Winkeleigenschaften {iberall zu zerstoren, ldst man je Dreieck eine

begrenzte Anzahl von Punkten in seinem Umbkreis zu’

Definition 1.15 Sei S C R? eine Punktmenge in der euklidischen Ebene in allgemeiner Lage. Fiir

u,v,w € S gilt:

1. Eine Kante uv ist eine Delaunay-Kante k-ter Ordnung (kurz: k-OD-Kante), falls es einen Kreis durch

u und v gibt, der hochstens k Punkte aus P in seinem Inneren enthiilt.

2. Ein Dreieck Auvw ist ein Delaunay-Dreieck k-ter Ordnung (kurz: k-OD-Dreieck), falls der Kreis

durch u, v und w hochstens k Punkte aus P in seinem Inneren enthiilt.

3. Eine Triangulation von P is eine Delaunay-Triangulation k-ter Ordnung (kurz: k-ODT) von P, falls
jedes Dreieck der Triangulation ein k-OD-Dreieck ist.

Fiir k = 0 entspricht die obige Definition der normalen Delaunay-Triangulation.
Lemma 1.16 Sei S eine Punktmenge in der Ebene in allgemeiner Lage.
1. Jede Kante eines k-OD-Dreiecks ist eine k-OD-Kante.
2. Jede Kante einer k-OD-Triangulation ist eine k-OD-Kante.
3. Jede k-OD-Kante mit k > 0, die keine Delaunay-Kante ist, schneidet eine Delaunay-Kante.

Beweis: Man betrachte fiir die erste Aussage den Kreis C um ein k-OD-Dreieck. C enthélt hoch-
stens k weitere Punkte aus S. Wegen allgemeiner Lage kann man C nun so verdndern, daff er
nur noch durch zwei Punkte verlduft und der dritte aufierhalb von C liegt, ohne daf3 ein wei-
terer anderer Punkt aus S in sein Inneres gelangt. Diese beiden Punkte, durch die C nun noch
verlduft, sind die Endpunkte einer k-OD-Kante. Der zweite Teil des Lemmas erschliefst sich nun

unmittelbar, der dritte Teil folgt wegen der Maximalitdt der Kantenmenge einer Triangulation. [

5Wo nicht explizit auf eigene Arbeit hingewiesen wird, bereitet dieses gesamte Unterkapitel 1.2 (inkl. Abschnitt 1.2.1)
die Ergebnisse der Originalarbeit von Gudmundsson et al. [39] auf, die das Thema hohere Ordnungen bei Delaunay-
Triangulationen eingefiihrt hat.



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 13

Bemerkung 1.17 Die Gegenrichtung von Lemma 1.1 gilt nicht, da nicht jedes Dreieck, das drei k-OD-
Kanten hat, auch ein k-OD-Dreieck ist. Man betrachte dazu ein Dreieck t und seinen Umbkreis c; die Drei-
ecksseiten von t bilden dabei drei Sehnen von c. Es liege nun zwischen jeder Sehne und dem Rand von
c jeweils ein weiterer Punkt aus S. Die Kanten von t sind alle 1-OD-Kanten, in c liegen allerdings drei

weitere Punkte aus s, so daf§ t kein 1-OD-Dreieck ist.

Definition 1.18 Fiir jede k-OD-Kante ©o und jede Delaunay-Kante 5p, die wv schneidet, gilt: Der Kreis
C(u,v, s) enthilt p.

Abbildung 1.5: C(u, v, s) enthalt p

Folgerung 1.19 Man betrachte eine k-OD-Kante wv. Jeder Kreis durch u und v, der keine Knoten links
(bzw. rechts) von vl enthiilt, enthilt alle Knoten, die inzident zu wv schneidenden Delaunay-Kanten sind,

rechts (bzw. links) von viL.

Beweis zu Beob. 1.18 und Folg. 1.19°: Die Beobachtung 148t sich nicht nur graphisch nachvollziehen
(Abb. 1.5). Der Mittelpunkt des Kreises C'(u, v, s) wandert auf dem Bisektor von u und s im Ver-
gleich zu C(s, p, u) Richtung v, zusatzlich wird sein Radius gréfier. Somit muf§ p in ihm enthalten
sein.

Weil die Endpunkte von Delaunay-Kanten, die wo schneiden, nicht links (bzw. rechts) von @v
im Kreis um u, v und den dritten Punkt des k-OD-Dreiecks liegen, miissen sie nach Beobachtung

1.18 rechts (bzw. links) in diesem Kreis enthalten sein. O

Es besteht eine enge Verbindung zu Voronoi-Diagrammen hoherer Ordnung’, mit der man ab-

schétzen kann, wie viele Punkte einen Beitrag zu einer k-OD-Kante leisten konnen:

Satz 1.20 Sei S C R? eine n-elementige Punktmenge, sei k < n/2 — 2 und seien u,v € S. Die Kante
v ist eine k-OD-Kante genau dann, wenn es zwei zueinander inzidente Flichen Fy und Fy im Voronoi-
Diagramm (k+1)-ter Ordnung von S derart gibt, dafS u in der Menge der Punkte ist, die Iy induziert und
v zu der Menge der Punkte gehort, die F» induziert.

Beweis: Sei m die kleinste ganze Zahl fiir zwei Punkte u,v € S derart, daf§ der Bisektor von u
und v im Voronoi-Diagramm m-ter Ordnung von S erscheint. Weil auf einer Seite der Geraden

durch u und v mindestens /2 — 1 Punkte aus S liegen, erscheint der Bisektor von u und v in allen

%Dieser Beweis wurde in der zugrunde liegenden Originalarbeit ausgelassen.
7Eine kurze Einfiihrung in Voronoi-Diagramme héherer Ordnung gibt Kapitel 4.2 dieser Arbeit. Dort finden sich auch
weitergehende Literaturverweise.
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Voronoi-Diagrammen der Ordnungen von m bis n/2 — 1. Dieser Bisektor teilt zwei Fldchen, die

Teilmengen von S wie im Satz beschrieben reprasentieren. O

Weil Voronoi-Diagramme der Ordnung k + 1 in der Ebene O((k +1)(n — k — 1)) Flachen haben (s.
Fortune [34, S. 383]), folgt, daf8 O(n + nk) Paare von Punkten eine k-OD-Kante erzeugen konnen.
Diese Paare kann man nach Ramos [60] in erwarteter Zeit von O(nk2°'°9"% + n log n) berechnen.
Auf dem Weg zu einem Algorithmus zur Bestimmung einer k-OD-Triangulation muf$ man
zundchst bestimmen, ob eine k-OD-Kante bzw. ein k-OD-Dreieck auf jeden Fall in eine k-OD-

Triangulation integriert werden kann. Daher definiert man:

Definition 1.21 Sei S eine planare Punktmenge. Eine k-OD-Kante wv mit u,v € S ist niitzlich, wenn
es eine k-OD-Triangulation gibt, die wv beinhaltet. Ein k-OD-Dreieck Auvw mit u,v,w € S ist giiltig,

wenn es keinen Punkt aus S in seinem Innern enthilt und seine drei Kanten alle niitzlich sind.

Um festzustellen, ob eine Kante niitzlich ist, betrachtet man zunichst das Konzept der Hiille
einer k-OD-Kante. Mit dem anschliefenden Algorithmus zur Triangulation einer Hiille kommt

man dann der Formulierung eines Algorithmus fiir die k-OD-Triangulation einen Schritt ndher.
Definition 1.22 Die Hiille einer k-OD-Kante wv ist der Abschluf§ der Vereinigung aller Delaunay-

Dreiecke, deren Inneres wv schneidet.

Ny
P
<7

Abbildung 1.6: Hiille einer k-OD-Kante

Algorithmus 1.23 Triangulation einer Hiille

Sei uw eine k-OD-Kante und sei p; der Punkt rechts von vt derart, daf8 der Teil von C(u, v, p;)
rechts von vt leer ist. Man beachte, dafs p; ein Knoten auf dem Rand der Hiille von uv sein mufs.
Nun fiige man die zwei Kanten up; und vp; zum Graphen hinzu und fahre rekursiv fiir diese
beiden Kanten fort, bis die Hiille von @ rechts von v fertig trianguliert ist. Analog verfahrt man
auf der linken Seite. Die erhaltene Triangulation nennt man die gierige Triangulation (engl.: greedy

triangulation) der Hiille von uw. O

Das folgende Lemma liefert nun die Grundlagen fiir die Bestimmung, ob eine k-OD-Kante

ntutzlich ist:
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Lemma 1.24 Sei uv eine k-OD-Kante, sei sy der Punkt links von v derart, daf$ der Kreis C(u, s1,v)
keinen Punkt links von vt enthilt. Sei so analog fiir die rechte Seite definiert. Dann gilt: Die Kante uv
ist eine niitzliche k-OD-Kante genau dann, wenn Auvs; und Auvsy k-OD-Dreiecke sind, d. h. wenn die

Umkreise um die Dreiecke jeweils hichstens k Punkte in ihrem Innern enthalten.

Beweis: Wir zeigen zundchst, dal wo nicht niitzlich ist, wenn Aus;v kein k-OD-Dreieck ist, also
die Kontraposition der Richtung “=-". Sei also Aus;v kein k-OD-Dreieck. Dann enthélt der Kreis
C(u, s1,v) mehr als k Punkte in seinem Innern rechts von .. Angenommen es gibt dennoch eine
k-OD-Triangulation, die wv beinhaltet. Sei Aus;v das Dreieck in T, das dann links von v liegt.
Der Punkt s; mufl derart liegen, dafl 75; wsy schneidet oder dafl ws; Ts7 schneidet. Wegen der
Symmetrie konnen wir ohne Einschrankung den letzteren Fall annehmen. Seien p; und p, die
beiden Punkte aus S derart, dafs As;pip2 zu T gehort und das Dreieck Auwvs; schneidet. Es ist
moglich, da8 p1 = u oder p; = s; gilt oder sogar beides. Der Kreis C(s1, p1,p2) beinhaltet den
ganzen Teil des Kreises C'(u, v, s1) rechts von v, weil p; und p, auierhalb von C(u, v, s1) liegen,
siehe Abb. 1.7 (einer von beiden darf auch auf dem Kreisrand liegen). Daher enthilt C(s1, p1,p2)
mindestens k+2 Punkte, ndmlich k+1 Punkte innerhalb von C(u, s1,v) und aulerdem den Punkt
v. Somit folgt, dafs Aus;v kein k-OD-Dreieck sein kann, also existiert keine k-OD-Triangulation
und @ ist nicht nitzlich.

Zum Beweis der Riickrichtung betrachte man die gierige Triangulation von wv. Nach Voraus-
setzung sind Auvs; und Auwvsy k-OD-Dreiecke. Weil die Rekursion bei der gierigen Triangulati-
on fiir die Kanten 757, 753,731 und us; zu Kreisen fiihrt, die weniger Punkte als C(u, s1,v) oder
C(u, s2,v) enthalten, miissen die zugehorigen Dreiecke auch k-OD-Dreiecke sein. Somit ist wo

niitzlich. O

u

{
N

Abbildung 1.7: Wenn Ausyv kein k-OD-Dreieck ist, ist wo nicht nititzlich.

Lemma 1.25 Die Delaunay-Kanten, die eine niitzliche k-OD-Kante wv schneiden, sind mit hochstens k

Knoten auf jeder Seite einer k-OD-Kante verbunden.

Beweis: Angenommen es gibt mehr als k Knoten, die zu Delaunay-Kanten inzident sind, die wie-
derum wv schneiden, etwa rechts von vi. Sei s; der Punkt links von vt derart, dafl der Kreis
C(u, s1,v) keinen Punkt links von v enthélt. Dann mufl dieser Kreis alle Punkte rechts von v
enthalten. Da dies mehr als k sind, ist Aus; v kein k-OD-Dreieck. Daraus folgt, dafs wo nicht niitz-

lich ist, was der Voraussetzung widerspricht. O
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Folgerung 1.26 Der Algorithmus zur Triangulation einer Hiille benitigt O(k?) Zeitschritte.

Beweis: Fiir jede Kante, die bei der Triangulation der Hiille gefunden wird, muff man O(k) Punk-
te betrachten, um den Punkt zu finden, der links bzw. rechts der Kante zu einem leeren Umkreis
fiihrt. Dies ist durch Minimierung des Delaunay-Abstands fiir die verbliebenen O (k) Punkte mog-
lich. Dazu berechnet man fiir jeden Punkt p auf der noch unbearbeiteten Seite der aktuellen Kante
e den Kreis durch p und die Endpunkte von e. Dieser Kreis habe den Radius r und den Mittel-
punkt c. Der korrekte ndchste Punkt p ist derjenige, fiir den folgende Funktion dd minimal ist
[22]:

dd(e,p) := IF (c liegt auf derselben Seite von e wie p) THEN r ELSE -r

Dieser Punkt p lafit sich fiir jede Kante mit Kosten in Hohe von O(k) berechnen. Es miissen
fur die vollstindige Triangulation der Hiille O(k) Kanten betrachtet werden, so daf$ die Gesamt-

komplexitat O(k?) betragt.® O

Mit Hilfe der obigen Erkenntnisse ist es nun mit dem folgenden Algorithmus moglich, aus allen

k-OD-Kanten die niitzlichen herauszufiltern.
Algorithmus 1.27 Bestimmung niitzlicher k-OD-Kanten

1. Preprocessing: Erstelle das Voronoi-Diagramm k-ter Ordnung und die Delaunay-

Triangulation von S.

2. Fiir jede Kante wv:

(a) Lokalisiere die zugehotrigen Punkte u und v in der Delaunay-Triangulation, traversiere
von u nach v entlang @ von Delaunay-Dreieck zu Delaunay-Dreieck und speichere
dabei alle geschnittenen Delaunay-Kanten. Falls dies mehr als 2k-1 sind, ist wv nicht

niitzlich.

(b) Bestimme die Endpunkte der geschnittenen Delaunay-Kanten links und rechts von v.

Falls auf einer Seite mehr als k sind, ist wv nicht niitzlich.

(c) Bestimme s; und s; wie in Lemma 1.24 definiert. Berechne, wie viele Punkte - hoch-
stens k (ntitzlich) oder doch mehr (nicht niitzlich) - in den Umkreisen C(u, s1,v) und
C(u, s2,v) liegen. Benutze dafiir das Voronoi-Diagramm k-ter Ordnung, um den k-
test-ndchsten Nachbarn zu finden und dessen Abstand zum Mittelpunkt des aktuellen
Kreises mit dem Kreisradius zu vergleichen. Die Datenstruktur beantwortet Fragen
dieser Artin O(log n) Zeit.

Damit benotigt der gesamte Test auf Niitzlichkeit ohne Preprocessing pro Kante O(log n + k) Zeit.

Satz 1.28 Sei P eine Punktmenge in der Ebene. Man kann alle niitzlichen k-OD-Kanten von P in O(nk?+

knlogn)® Zeit berechnen.

8Dieser Beweis wurde selbst gefiihrt und entstammt nicht der Originalarbeit.

9Hier wird von der Originalarbeit abgewichen, die eine Zeitkomplexitit von O(nk? + nlogn) angibt. Allerdings
ist jenes Ergebnis nicht nachvollziehbar und wird gemaf einer E-Mail-Nachricht von Joachim Gudmundsson in einem
kiinftigen Journal-Artikel zu Gunsten der Losung dieser Arbeit revidiert.
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Beweis: Mit einem Algorithmus von Ramos [60] fiir Voronoi-Diagramme hoherer Ordnung kann
man alle k-OD-Kanten in erwarteter Zeit von O(nk2¢'°9" ¥ 4 n log n) berechnen. Da O(nk) Kanten
zu testen sind, braucht man in Abweichung zur Originalarbeit insgesamt O(nk(logn + k)) =

O(nk? 4+ knlogn) erwartete Zeit, um alle niitzlichen k-OD-Kanten zu berechnen. g

Gudmundsson et al. [39, S. 91] fithren aus, daf$ dieser Algorithmus fiir kleine k effizient ist, es
fir groBe k (k > /n) aber effizientere Losungen auf der Basis von Partitionsbdumen gibt. In der
Praxis diirften so grofie k nicht auftreten. Statt dessen kann man dort von konstanten Werten fiir
k ausgehen, weshalb die Alternativen hier nicht ndher betrachtet werden. Ein anderer Algorith-
mus zur Triangulation der Hiille einer k-OD-Kante mit Zeitkomplexitit O(k log®k), der geeignetes

Preprocessing erfordert, wird aus demselben Grund nicht weiter betrachtet.

1.2.1 Delaunay-Triangulationen erster Ordnung

Wie bereits erwéhnt, spielen fiir praktische Belange normalerweise nur konstante Ordnungen ei-
ne Rolle. Denn schon mit Ordnung 1 lassen sich Netze beztiglich verschiedener Kriterien optimie-
ren, wie in Kapitel 4.1.2 ausgefiihrt wird. Hier wird nach einem einfiihrenden Lemma zunédchst

gezeigt, wie man eine 1-OD-Triangulation berechnet.

Lemma 1.29 Jede niitzliche 1-OD-Kante schneidet hichstens eine niitzliche 1-OD-Kante. Eine dieser bei-
den Kanten ist eine Delaunay-Kante. Anders ausgedriickt: Es gibt keine niitzlichen Nicht-Delaunay-1-

OD-Kanten, die sich schneiden.

Xu
o

Abbildung 1.8: Jede niitzliche 1-OD-Kante schneidet hochstens eine niitzliche 1-OD-Kante

Beweis: Wegen Lemma 1.25 schneidet jede Delaunay-Kante hochstens eine niitzliche 1-OD-Kante.
Es bleibt folglich nur zu zeigen, dafs das Lemma fiir jede 1-OD-Kante u gilt, die niitzlich und
keine Delaunay-Kante ist. Sei dazu sy die Delaunay-Kante, die wv schneidet. Dann sind us, vs,
uy und vy Delaunay-Kanten. Falls es eine niitzliche 1-OD-Kante gibt, die die Delaunay-Kante ws
schneidet, mufs sie geméfl Lemma 1.25 mit dem Punkt y verbunden sein, weil 5y sonst zwei 1-OD-
Kanten schneiden wiirde. Weil 77 eine niitzliche 1-OD-Kante ist, muf8 z durch Delaunay-Kanten
mit v und s verbunden sein. Man betrachtet nun den Kreis C(u, v, y). Nach Beobachtung 1.18

und wegen der Niitzlichkeit von wo enthidlt C'(u, v, y) ausschliefllich s. Den Kreis C(u, y, z) erhilt
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man, indem man den vorigen vergroBert und dabei von v ablafst, bis der Kreisrand « erreicht. Nun
liegen sowohl v als auch s in C(u, y, z), weshalb Azuy kein 1-OD-Dreieck sein kann. Somit ist 7y
nicht niitzlich, was zum Widerspruch zur Annahme fiihrt und folglich die Behauptung korrekt

ist. Wegen der Symmetrie gilt die Argumentation fiir alle Kanten, die 75, gy oder v schneiden. [

Definition 1.30 Zwei Kanten e, und ey in einer Triangulation T heiflen unabhéngig, wenn sie nicht zu

demselben Dreieck gehoren.

Folgerung 1.31 Jede 1-OD-Triangulation kann aus einer Delaunay-Triangulation durch Kantenflips un-
abhingiger Delaunay-Kanten erhalten werden. Bei gegebener Delaunay-Triangulation konnen alle Kandi-
daten'® fiir 1-OD-Kanten in linearer Zeit gefunden werden. Festzustellen, ob sie niitzlich sind, benétigt

eine Zeit von O(nlogn).

Beweis: Weil eine niitzliche 1-OD-Kante e von héchstens einer Delaunay-Kante e’ geschnitten wird
(Lemma 1.29), miissen in einem solchen Fall beide zu demselben konvexen Viereck gehoren. Da e
eine 1-OD-Kante und niitzlich ist, erhédlt man durch einen Kantenflip von e’ zu e aus einer 1-OD-
Triangulation wiederum eine 1-OD-Triangulation. Kantenwechsel unabhéngiger Kanten konnen
sich nicht beeinflussen (weil unabhidngige Kanten nicht zu demselben Viereck gehoren kénnen,
in dem die Kante geflippt wird) und ergeben eine korrekte 1-OD-Triangulation.

Hat man die Delaunay-Triangulation mit ihren O(n) Kanten gegeben, findet man in O(n) Zeit
ihre konvexen Vierecke und die zugehorigen Kandidaten fiir 1-OD-Kanten. Mit Hilfe des Voronoi-
Diagramms zweiter Ordnung, zu berechnen in O(n log n) Schritten, kann man dann wie bekannt

die Niitzlichkeit dieser Kanten in der Zeit O(n log n) bestimmen.!! O

Durch die oben erlduterten Verfahren hat man die Moglichkeit, Delaunay-Triangulationen er-
ster Ordnung sowie niitzliche k-OD-Kanten fiir beliebiges k& < n seriell zu berechnen. Allerdings
sind die Datenmengen, die iiblicherweise bei der Simulation technischer Bauteile oder nattirli-
cher Phdnomene zu bearbeiten sind, so grofd oder die dazu nétigen Berechnungen so kompliziert,
daf3 eine serielle Berechnung gar nicht moglich ware oder zu lange dauern wiirde. Das folgende
Unterkapitel gibt daher einen Einblick, wie man solche Probleme allgemein durch Parallelverar-

beitung bewiltigt.

1.3 Parallelverarbeitung

Fiir viele Probleme gentigt es nicht einfach, sie irgendwann mit Hilfe eines Computersystems zu
l1osen. Statt dessen mufS die Losung on-line, also direkt wihrend der interaktiven Ausfithrung
eines Programms durch den Benutzer, oder bis zu einem bestimmten Zeitpunkt vorliegen, da-
mit diese Information dem Anwender noch von Nutzen ist. Gerade in den Naturwissenschaften
sind viele Probleme aber gleichzeitig hochkomplex und/oder erfordern die Verarbeitung riesiger
Datenmengen. Beispielsweise sammeln Meteorologen an vielen Mefspunkten der Erde in kleinen

Abstdnden viele MefSwerte, um mit deren Hilfe das Wetter vorherzusagen.

10Ein Kandidat fiir eine 1-OD-Kante ist die Diagonale in einem konvexen Viereck, die die Delaunay-Kante dieses Vier-
ecks schneidet.
Dieser Beweis wurde selbst gefiihrt und entstammt nicht der Originalarbeit.
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Wenn nun beispielsweise ein einzelner Prozessor zur Bestimmung des Wetters der kommen-
den drei Tage aufgrund der Schwierigkeit des Problems bzw. der Menge der zu verarbeitenden
Daten flinfzehn Tage ununterbrochen rechnen miifite, um eine einigermafien zuverléssige Vorher-
sage zu treffen, so wire sein Ergebnis wertlos, da der Betrachtungszeitraum der Vorhersage langst
Vergangenheit ist. Aufierdem ist es durchaus fraglich, ob der Speicher eines einzelnen Prozessors
eine ausreichende Grofe fiir die gesammelten Daten und die fiir die Berechnung benétigten Da-
tenstrukturen hat.

Der Einwand, dieses Problem lieSe sich durch die immer besser werdende Halbleitertechnolo-
gie 1osen, 1463t sich nicht aufrechterhalten. Zum einen verdoppelt sich die Leistungsfahigkeit eines
Prozessors nach Moores Gesetz!? nur etwa alle zwei Jahre, zum anderen ist selbst diese Verdopp-
lung fiir die zur Zeit verwendete Halbleitertechnologie vermutlich nicht lange tiber das Jahr 2020
hinaus zu erwarten, da dem physikalische Gesetzmafigkeiten (etwa die Lichtgeschwindigkeit)
entgegenstehen.

Mit der Losung dieses Problems der Ressourcenknappheit von Zeit und Speicher beschiftigt
sich daher die Parallelverarbeitung. Dabei schaltet man eine Menge von Prozessoren auf eine
geeignete Weise zusammen und teilt das Problem so auf diese Prozessoren auf, dafs eine moglichst
hohe Beschleunigung der Berechnungszeit erzielt wird.

Die Beschleunigung (engl.: speedup) eines parallelen Algorithmus berechnet sich durch:

Lauf zeit des sequentiellen Algorithmus

Beschl ; =
cschicumigung Laufzeit des parallelen Algorithmus

Sie hingt dabei von der verwendeten Hardware (bspw. Prozessoren, Art der Zusammenschal-
tung), dem Algorithmus und dem Problem selbst ab. Eine zweite Kenngrofie eines parallelen

Algorithmus ist die Effizienz (engl.: efficiency), berechnet durch:

o Speedup
E =
ff’LZZGTLZ Anzahl der Prozessorenp

Grundsétzlich strebt man als Speedup bei p verwendeten Prozessoren das (unter Vernachléssi-
gung architektureller Effekte wie Caching) theoretische Optimum von p (also eine Effizienz von
1 oder 100%) an. Ein paralleler Algorithmus ist demnach besonders effizient, wenn er das Po-
tential der zur Verfiigung stehenden Prozessoren sehr gut ausschopft. Steigt der Speedup eines
Algorithmus proportional zu der Anzahl der eingesetzten Prozessoren, so spricht man von einer
guten Skalierbarkeit des Algorithmus, eine offensichtlich wiinschenswerte Eigenschaft.

Es gibt Probleme, bei denen eine Beschleunigung der Berechnungszeit durch Parallelverarbei-
tung aller Voraussicht nach nicht erzielt werden kann. Sie stellen die Klasse der P-vollstindigen
Probleme dar, fiir die es vermutlich keine schnellen!® parallelen Algorithmen gibt (s. JaJa [44, S.
5291f.]). Diese Vermutung ist zwar bisher unbewiesen, allerdings wird in Fachkreisen allgemein

von ihrer Giiltigkeit ausgegangen. Probleme, die aufgrund ihrer Struktur nicht effizient paralle-

12Moores Gesetz, aufgestellt vom Intel-Mitbegriinder Gordon E. Moore, ist im eigentlichen Sinne kein Gesetz, sondern
eine auf empirisch gewonnenen Daten basierende Feststellung aus dem Jahre 1965 [54], wonach man in den kommenden
zehn Jahren die Anzahl der Transistoren auf derselben Chipfliache (und damit die Leistungsfahigkeit eines Prozessors)
jedes Jahr verdoppeln kénne. Auch wenn sich die beobachtete Zeitspanne auf 18-24 Monate verlangsamt hat, gilt Moores
Feststellung im Kern immer noch.

13Schnell” heifit in diesem Zusammenhang, da8 ein Problem bei einem Einsatz von polynomiell vielen Prozessoren
polylogarithmische Zeitkomplexitat (d. h. O(log*n) fiir festes k) hat.
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lisierbar sind, werden in der vorliegenden Arbeit nicht betrachtet. Die Problematik sei nur der
Vollstandigkeit halber erwdhnt, um dem Eindruck entgegenzuwirken, daff man zu jedem Pro-
blem eine schnelle Parallelisierung finden kann.

Das genaue Gegenteil dazu sind Probleme, die sich “auf triviale Weise” parallelisieren lassen.
Davon spricht man im Allgemeinen, wenn die Aufteilung der Eingabe auf die Prozessoren ohne
aufwendige Berechnung moglich ist und die Prozessoren wihrend der Abarbeitung ihres Teilpro-
blems nicht oder nur sehr wenig miteinander kommunizieren miissen. Bei solchen Problemen ist
ein Speedup in der Nihe des Optimums oft sehr leicht durch einen geeigneten Programmentwurf
(und dazu passende Hardware) zu erreichen.

Interessant fiir die Forschung tiber parallele Algorithmen und deren praktische Umsetzung
sind daher vor allem solche Probleme, die zwar parallelisierbar sind, aber aufgrund ihrer Struktur
Kommunikation zwischen den Prozessoren bei der Losung ihrer Teilprobleme erfordern. Dann ist
es ndmlich zum Erreichen moglichst guter Speedups noétig, diese Kommunikation zu optimieren.
Die in der vorliegenden Arbeit betrachteten geometrischen Probleme sind dieser Kategorie zu-
zuordnen. Ein besonderes Augenmerk gilt daher Art und Optimierung der Kommunikation bei
der Problemlésung. Auch wenn man weder optimale Speedups noch sehr gute Skalierbarkeit
erwarten darf, sollen diese experimentellen Parameter nattirlich so gut wie moglich sein.

Um Probleme in eine dieser drei Klassen einordnen und theoretische Voraussagen tiber die
Giite von parallelen Algorithmen zu ihrer Losung treffen zu konnen, benétigt man ein paralleles
Rechenmodell, das moglichst sowohl den Entwurf als auch die Analyse paralleler Algorithmen
einfach und realistisch macht. Im sequentiellen Fall hat sich als Modell fiir Entwurf und Analy-
se von Algorithmen die Registermaschine (engl.: random access machine (RAM)) durchgesetzt. Ihr
Erfolg basiert auf der Tatsache, dafs sie reale Rechnerarchitekturen der von-Neumann-Familie rea-
listisch abbildet und dennoch einfach zu handhaben ist. Fiir parallele Algorithmen gestaltet sich
die Suche nach einem solchen Modell schwieriger, weil es viele verschiedene Parallelrechner-
architekturen gibt, die sich durch mehrere, meist gegenseitig abhidngige, Parameter unterschei-
den. Zu diesen Parametern gehoren unter anderem die Netzwerktopologie und -latenz, die Art
der Prozessorallokation, -synchronisation und -ablaufplanung sowie die Art, wie die Prozessoren
untereinander Daten austauschen.

In diesem Unterkapitel werden daher drei bekannte parallele Modelle vorgestellt. Das PRAM-
Modell existiert seit Ende der 1970er Jahre und ist eine konsequente Fortsetzung des RAM-
Modells fiir p durch gemeinsamen Speicher miteinander verbundene Prozessoren. Es wird noch
immer zur Beurteilung paralleler Algorithmen verwendet, da es auf recht einfache Weise allge-
meine Aussagen tiber die Performanz paralleler Algorithmen erlaubt. Allerdings vernachldssigt
das PRAM-Modell in seiner urspriinglichen Version vollstandig die Kosten fiir Interprozessor-
Kommunikation, wie sie in realen Parallelrechnerarchitekturen auftreten. Es hat sich daher ge-
zeigt, daff man fiir den Entwurf paralleler Algorithmen auch auf andere Modelle zuriickgreifen
sollte, damit die oft nicht unerheblichen Kommunikationskosten nicht unberticksichtigt bleiben
(s. etwa Hambrusch [42, S. 92]).

Das BSP-Modell versucht als eines von mehreren Modellen, diese Liicke zu schliefSen. Es hat

seit seiner Einfiihrung unter dem Namen BSP [68] (vormals XPRAM [67]) grofse Beachtung als
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Alternative zur PRAM erfahren und sich etabliert. Der Entwurf portabler paralleler Algorithmen
hat sich durch BSP vereinfacht, das Ziel, mit diesem Modell paralleles Rechnen so populdr zu
machen wie sequentielles, ist aber nicht erreicht worden.

Das CGM-Modell ist eine Variation des BSP-Modells, das auf aktuelle Parallelrechner zuge-
schnitten ist und einfache, aber gleichzeitig realititsnahe Entwurfs- und Analysemoglichkeiten
bietet.

Die folgenden Abschnitte erldutern die drei Modelle genauer und lassen auch erkennen,
warum im nachfolgenden Teil dieser Arbeit hauptséchlich das realistische CGM-Modell zum Ent-

wurf und der Analyse der verwendeten parallelen Algorithmen eingesetzt wird.

1.3.1 PRAM

Die grundlegende Architektur des PRAM-Modells besteht aus p gewohnlichen seriell arbeiten-

den Prozessoren, die alle mit einem gemeinsamen globalen Speicher verbunden sind.

p, -—— >

Gemeinsamer
p, = g globaler
. Speicher

p-1

Abbildung 1.9: Schema einer PRAM

Wihrend derselben Zeiteinheit konnen die vollkommen taktsynchron arbeitenden Prozesso-
ren gleichzeitig und parallel auf diesen Speicher lesend oder schreibend zugreifen. Ob sogar die-
selbe Speicherstelle von mehreren Prozessoren gleichzeitig gelesen bzw. beschrieben werden darf,

hiangt vom verwendeten PRAM-Modell ab. Man unterscheidet dabei folgende Typen:

] | Lesen | Schreiben | Voller Name \
EREW-PRAM | exklusiv exklusiv Exclusive-Read-Exclusive-Write-PRAM

CREW-PRAM | mehrfach | exklusiv Concurrent-Read-Exclusive-Write-PRAM
CRCW-PRAM | mehrfach | mehrfach | Concurrent-Read-Concurrent-Write-PRAM

Tabelle 1.2: Drei grundlegende PRAM-Typen

Greifen bei einer CRCW-PRAM mehrere Prozessoren gleichzeitig schreibend auf dieselbe
Speicherstelle zu, muf8 nattirlich eine Vereinbarung getroffen werden, wie dieser Schreibkon-

flikt aufgelost wird. Dazu gibt es verschiedene Methoden; bei JaJa [44, S. 15] finden sich - ne-
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ben dem Hinweis, dafl es noch mehr gibt - drei: die gemeinsame CRCW-PRAM (“common
CRCW PRAM”), die gleichzeitige Schreibzugriffe auf dieselbe Speicherstelle nur erlaubt, wenn
alle diese Zugriffe denselben Wert schreiben wollen. Bei der beliebigen CRCW-PRAM (“arbitrary
CRCW-PRAM"”) erlaubt man, daf nach dem Rechenschritt der Wert eines beliebigen Prozessors
an der Konfliktstelle gespeichert ist. Schlieflich gibt es noch die Prioritdts-CRCW-PRAM (“prio-
rity CRCW PRAM”), bei der der Konflikt aufgeltst wird, indem der Prozessor mit der kleinsten
Nummer die hochste Prioritédt hat und seinen Wert an die Konfliktstelle schreiben darf.

Man kann zeigen (s. Jaja [44, S. 495f.]), daf3 sich die Modelle EREW, CREW und die oben
genannten CRCW-Modelle zwar in ihrer Méachtigkeit unterscheiden (CRCW ist méachtiger als
CREW, die wiederum maéchtiger ist als EREW), dieser Unterschied aber nicht wesentlich ist. So
kann das machtigste Modell mit p Prozessoren, eine Prioritits-CRCW-PRAM, auf dem schwich-
sten Modell mit p Prozessoren, einer EREW-PRAM, derart simuliert werden, daf8 sich nur eine
zeitliche Verlangsamung der Ausfithrungszeit um den Faktor O(log p) einstellt.

Als Leistungsmafie bei PRAM-Algorithmen werden die Anzahl der parallelen Zeittakte (engl.:
TIME) und die Gesamtzahl der durchgefiihrten Operationen der PRAM (engl.: WORK) verwen-
det, nicht die Kommunikation. Durch den gemeinsamen Speicher konnen PRAM-Prozessoren
Daten miteinander austauschen, ohne sich explizit Nachrichten senden zu miissen. Auf diese Wei-
se wird der Entwurf von Algorithmen durchaus vereinfacht, allerdings ist die technische Realisie-
rung eines globalen Speichers sehr schwierig. Daher erfolgt bei den meisten Parallelrechnerarchi-
tekturen der Datenaustausch durch Nachrichtenkommunikation zwischen den lokalen Speichern
der einzelnen Prozessoren. Diese Inkonsistenz zwischen theoretischem Modell und Architektur
fithrt dazu, daf die Vorhersagen des Modells in puncto Laufzeit oft nicht mit den beobachteten
Laufzeiten tibereinstimmen. Um diese Inkonsistenz zu eliminieren, wurden daher verschiedene
Variationen und Weiterentwicklungen der PRAM sowie neue parallele Modelle entworfen (ein
Artikel von Hambrusch [42] bietet einen kurzen Uberblick), darunter das im nichsten Abschnitt

behandelte BSP-Modell.

1.3.2 Bulk-Synchronous-Processing

Das Modell des Bulk-Synchronous-Processing (BSP) von Leslie G. Valiant [68] versucht, im Kon-
text paralleler Computer eine Verbindung zwischen Hard- und Software herzustellen. Das Ziel
dieses Ansatzes ist die Bildung einer Abstraktionsebene, die zu einer Vereinfachung beim Ent-
wurf paralleler Algorithmen und bei der Implementierung paralleler Programme fiihrt. Ahnlich
wie beim Erfolg des seriellen von-Neumann-Modells konne diese Abstraktion von der physisch
vorhandenen Maschine zu portablen Programmen fiir eine Vielzahl verschiedener paralleler Ar-
chitekturen fiihren, so Valiants Argumentation [68, S. 104f.]. Um eine grofie Praxisndhe zu er-
reichen, werden die Kosten fiir Kommunikation zwischen Recheneinheiten in Abhéngigkeit von
bestimmten Leistungsparametern des Systems explizit beriicksichtigt.

Das BSP-Modell wird folgendermafien als Kombination von drei Attributen definiert (vgl.
Valiant [68, S. 105]):

1. Eine Anzahl von Komponenten, die Berechnungen und/oder Speicherzugriffe durchfiih-

ren.
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2. Ein Router, der Nachrichten Punkt-zu-Punkt zwischen einem Komponentenpaar iiber ein
Netzwerk versendet. Das Senden derselben Nachricht an mehrere Ziele gleichzeitig ist als

Elementaroperation im Modell nicht vorgesehen.

3. Eine Vorrichtung, mit der alle oder auch nur ein Teil der Komponenten synchronisiert wer-

den konnen.

Im Gegensatz zur PRAM haben die Prozessoren einer BSP-Maschine also keinen gemeinsamen
Speicher, sondern kommunizieren miteinander durch das Versenden von Nachrichten tiber ein
gegebenes Netzwerk und den zugehorigen Router. Beim Entwurf und bei der Analyse eines Pro-
gramms innerhalb dieses Modells unterteilt man das Programm in einzelne Schritte, sogenannte
“Supersteps”. Zwischen diesen Supersteps werden einige oder im Normalfall sogar alle Prozes-
soren miteinander synchronisert [68, S. 105].

Einen Superstep selbst kann man folgendermaflen in drei Phasen einteilen: Zunédchst fiihrt
jeder Prozessor Berechnungen durch, die auf lokal verfiigbaren Daten operieren. In Phase zwei
werden die Daten aufbereitet, die in der dritten und letzten Phase zwischen den Komponenten
per Netzwerk und Router versendet werden [68, S. 105].

Die Aufteilung des Programms zunichst in Supersteps und weiter in Superstep-Phasen er-
zeugt eine offensichtliche Entkopplung von lokaler Berechnung und Kommunikation. Dadurch
wird zundchst die Komplexitiat des Algorithmus und somit letztlich auch die Wahrscheinlich-
keit von Programmierfehlern wie z. B. Verklemmungen reduziert. Diese Entkopplung l4fit sich
insbesondere bei der Analyse noch weiter steigern, indem man jede Phase zu einem (dann pha-
senlosen) Superstep macht.

Fiir die Analyse eines Algorithmus setzt man - gleichgtiltig ob mit oder ohne Phaseneinteilung

der Supersteps - die folgenden Parameter ein [68, 36]:

e n als Grofse der Eingabe
e p als Anzahl der Prozessoren im System

e L istim Originalmodell der Parameter, der angibt, nach wie vielen Zeiteinheiten periodisch
gepriift wird, ob die fiir die Synchronisierung vorgesehenen Prozessoren ihren Superstep
bereits beendet haben. Eine Zeiteinheit entspricht hierbei der Zeitspanne zur Abarbeitung
einer elementaren Rechenoperation. Im hier und von Gerbessiotis und Valiant in einem spa-
teren Artikel [36] verwendeten Alternativmodell endet ein Superstep, wenn mindestens L
Zeiteinheiten verstrichen sind und alle Prozessoren die fiir den Schritt vorgesehenen Arbei-
ten beendet haben. (Beide Modelle unterscheiden sich in ihren Laufzeiten nur durch kon-

stante Faktoren.)

e g gibt das Verhiltnis der Zeiten fiir die Bearbeitung eines Datums bei lokaler Berechnung
bzw. bei Kommunikation tiber das Netzwerk an und ist somit ein Mag fiir die Granulari-
tit des Systems. Anders ausgedriickt gibt g die Anzahl von Berechnungsoperationen aller
Prozessoren des Systems an, die in der Zeit durchgefiihrt werden koénnen, die der Router

benotigt, um ein Datenwort zu versenden.
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e h gibt die Obergrenze fiir die Anzahl der Daten an, die ein Prozessor wéahrend des Algo-
rithmus pro Kommunikationsrunde versendet bzw. empfangt. Man spricht auch von der

Kommunikation in h-Relationen.

Die Laufzeit eines BSP-Programms ld8t sich mit diesen Parametern ausdriicken und im O-Kalkiil
bestimmen, wobei man die Gesamtlaufzeit durch ), die Anzahl der Supersteps, angibt. Wie lange

die Ausfiihrung eines einzelnen Supersteps bendtigt, hiangt von folgenden Faktoren ab:

o Kosten fiir die lokale Berechnung w,,,q,.: Diese werden tiblicherweise in der O-Notation aus-
gedriickt und ergeben sich aus dem Maximum der Ausfiihrungsschritte, die die Prozesso-

ren wihrend des Supersteps fiir die lokale Berechnung benétigen.

o Kosten fiir die Kommunikation: Man gibt die Kosten einer Kommunikationsrunde mit ¢ -
Zeiteinheiten als obere Schranke an. Dafiir multipliziert man die Anzahl der theoretisch
moglichen lokalen Operationen pro versendetem Datenwort mit der tatsdchlichen Anzahl
der versendeten Datenworter. So erhédlt man ein Maf fiir die Anzahl der Berechnungsope-

rationen, die einem durch die Netzwerkkommunikation theoretisch “entgangen” sind.

o Kosten fiir die Synchronisation, angegeben durch den Parameter L.

Fiir jeden Superstep sind demnach maz{wmqe + gh, L} Zeiteinheiten noétig. Fiir die Analyse tren-
nen wir im folgenden die Supersteps in solche, die lokal rechnen und dafiir eine Laufzeit von
Wmaz benodtigen und solche, die kommunizieren und dafiir im schlechtesten Fall gh + L Schrit-
te brauchen. Diese in der Literatur iibliche Vereinfachung erhéht die Kosten maximal um den
konstanten Faktor 3 (s. Juurlink et al. [46, S. 304]).

Ein weiterer sehr wichtiger Parameter des Modells ist der Effizienzquotient, im Original [68,
S.107] slack oder slackness genannt. Dieser gibt an, fiir welche Relation - der Algorithmus asym-
ptotisch effizient ist, sich also durch den Einsatz von p Prozessoren eine innerhalb des Modells
und der O-Notation p-mal schnellere Abarbeitung des Problems ergibt.

Man strebt tiblicherweise einen Effizienzquotienten von % > 1+ e mit € > 0 an, weil dieser
theoretisch optimal ist. Allerdings sind im Hinblick auf zur Zeit verfiigbare Hardware und da-
mit 16sbare Problemgrofien durchaus Effizienzquotienten von 2 > p?*e fiir praktische Belange
vollig ausreichend. Ein Beispiel: Es stehen 64 = 26 Prozessoren zur Verfiigung. Wir mochten auf
diesen Prozessoren ein Problem mit der Eingabegrofle 2! 16sen. Der Algorithmus mufl dann fiir
asymptotische Optimalitit einen Effizienzquotienten von 25 = 212 > (26)2 = p2 aufweisen.

Zusammenfassend kann man demnach sagen, daf ein guter BSP-Algorithmus sich durch eine
geringe Anzahl von Supersteps, asymptotisch optimale lokale Berechnung und einen niedrigen
Effizienzquotienten auszeichnet. Die Kosten fiir die Kommunikation und die Synchronisation
héngen zwar im wesentlichen von der verwendeten Hardware ab, diirfen aber bei der Beurtei-
lung nicht vernachlissigt werden. Eine der Stiarken des BSP-Modells ist schliefilich die Bertick-
sichtigung des mitunter immensen Zeitaufwands fiir Nachrichtenkommunikation, die beim eher
praxisfernen PRAM-Modell durch den gemeinsamen Speicher in dieser Form nicht entstehen.

Die detaillierte Analyse eines BSP-Algorithmus mit Hilfe dieser Parameter wird spéter in die-

sem Kapitel am Beispiel eines Sortieralgorithmus demonstriert. Vorher wird noch gezeigt, wie
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Kommunikationsoperationen realisiert werden, die nicht zur Kategorie Punkt-zu-Punkt gehoren

und demnach nicht vom Router des Modells als Elementaroperation untersttitzt werden.

Broadcast im BSP-Modell

Um zu verstehen, wie man vom Router des BSP-Modells nicht unterstiitzte Kommunikations-
operationen moglichst effizient ausfiihrt, betrachten wir exemplarisch folgendes - “Broadcast”
genanntes - Problem, das in drei Varianten von Hill et al. theoretisch und experimentell analysiert
wird [43]: Ein Prozessor (“Quelle”) soll eine in seinem Speicher lokal vorhandene Datenstruktur
der Grofie n > p an alle p Prozessoren des BSP-Computers versenden. Zur Losung dieses Pro-
blems bieten sich drei verschiedene algorithmische Grundansitze an, namlich 1-Phasen-Broadcast,
Baum-Broadcast und 2-Phasen-Broadcast.

Beim 1-Phasen-Broadcast versendet der Quellprozessor p-1 Nachrichten der Grofie n an die
restlichen Prozessoren. Dies ist in einem Superstep moglich und verursacht Kosten in Hohe von
O(png + L), da O(p) Nachrichten der Groie n versendet werden. Selbstverstandlich ist dies nicht
optimal und skaliert aufgrund des linearen Faktors p sehr schlecht.

Eine bessere Skalierung bietet da schon Baum-Broadcast, welches das bereits von der PRAM
bekannte Baumparadigma (s. JaJa [44, S. 43ff.]) zum Verteilen der Nachrichten verwendet. Da-
bei versendet der Quellprozessor als Wurzel eines bindren Baumes die Nachricht der Grofle n an
einen anderen Prozessor P’. Der Quellprozessor und P’ bilden nun Ebene 1 des Bindrbaums und
wiederholen als Wurzeln ihres Teilbaums rekursiv und parallel dieses Verfahren durch Versen-
den der Datenstruktur an neue Prozessoren. Dieses Verfahren wird solange durchgefiihrt, bis der
Baum mit Tiefe [logsp]| abgearbeitet ist und alle vorgesehenen p Prozessoren das Datum erhal-
ten haben (siehe Abb. 1.10). Die Komplexitit der Kommunikation betragt pro Baumebene bzw.
Superstep O(ng + L) und damit fiir den gesamten Algorithmus O(logp (ng + L)).
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Abbildung 1.10: Schema eines Baum-Broadcasts

Der fiir die meisten Relationen von n und p beste Ansatz ist allerdings 2-Phasen-Broadcast.
Dabei versendet der Quellprozessor in der ersten Phase p-1 Nachrichten der Grofle [7] an die
tibrigen Prozessoren, an jeden also einen anderen Teil der gesamten Datenstruktur. In Phase 2

verschickt dann jeder Prozessor seinen Teil der Datenstruktur an alle anderen Prozessoren, so
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dafd nach bereits zwei Supersteps der Algorithmus abgeschlossen ist. Es entstehen dabei folgende
Kosten: 2 (p- % -9+ L) =2(ng + L) = O(ng + L).
Die folgende Tabelle soll die Laufzeiten gegeniiberstellen, bevor sie fiir ein Fazit verglichen

werden. Dabei wurde fiir die Bestimmung der Laufzeit zur Vereinfachung p-1 durch p ersetzt.

] | Laufzeit | Asymptotische Laufzeit |

1-Phasen-Broadcast png + L O(png + L)
Baum-Broadcast | logp(ng+ L) O(logp(ng+ L))
2-Phasen-Broadcast | 2(ng+ L) O(ng+ L)

Tabelle 1.4: Ubersicht der verschiedenen Broadcast-Laufzeiten

Wie Hill et al. [43] darlegen und durch experimentelle Ergebnisse untermauern, skaliert
2-Phasen-Broadcast mit steigender Prozessorzahl sehr gut und ist immer besser als Baum-
Broadcast. Wegen der zweiten Phase ist es zudem nur dann schlechter als 1-Phasen-Broadcast,
wenn L grof$ und n und p klein sind. Die Autoren weisen daher darauthin, daff Baum-Broadcast
trotz seiner groflen Verbreitung in parallelen Bibliotheken immer die schlechteste Wahl ist [43, S.
42].

Ein BSP-Sortieralgorithmus und seine Analyse

Zur Veranschaulichung des Modells und den Analysemdoglichkeiten, die es bietet, wird nun ein
bekannter Sortieralgorithmus dargestellt. Es handelt sich dabei um “Parallel Sorting by Regular
Sampling” und geht auf Shi und Schaeffer zurtick [63]:

Algorithmus 1.32 Parallel Sorting by Regualar Sampling (auch Sample-Sort oder PSRS genannt)

Eingabe: BSP-Rechner mit p Prozessoren; jeder Prozessor 0 < i < p — 1 speichert lokal eine

Menge S; von 2 Ganzzahlen aus der Eingabemenge S := [Jj<;<,,_1 Si-

Ausgabe: Die berechnete Permutation von S ist global aufsteigend sortiert, d. h. fiiralle 0 <7 <
p — 1 gilt, dal S; := b(i) lokal aufsteigend sortiert ist, S = Uogi <p-1 S;und firalle0 <i <p-—2
gilt: max{S;} < min{S;11}.

1. Jeder Prozessor sortiert lokal S; mit einem schnellen sequentiellen Sortierverfahren.

2. Lokal nimmt sich jeder Prozessor aus seinem Feld p Elemente mit gleichem Abstand, also

jedes (J5)-te Element. Diese Elemente werden lokale Teiler genannt.
3. Alle Prozessoren senden ihre lokalen Teiler an Prozessor 0.

4. Prozessor 0 sortiert alle p? lokalen Teiler mit einem schnellen sequentiellen Sortierverfahren
und nimmt sich aus der sortierten Folge jedes p-te Element. Die Elemente dieses neuen
Feldes G heifien globale Teiler.

5. Prozessor 0 versendet G, die p-1 globalen Teiler, an alle Prozessoren.
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6. Sei B(i,j) fuir Prozessor i der j-te Abschnitt seiner lokalen Daten hinsichtlich der globalen
Teiler, also die lokalen Daten, die wertméaf8ig zwischen G;_; und G/ liegen. Jeder Prozessor
i berechnet nun seine p Abschnitte B(i,j) mit 0 < j < p — 1 und sendet jeden Abschnitt B(i,j)

an Prozessor j.

7. Sei b(j) die Vereinigung von B(0,j), B(1,j), ..., B(p-1,j), also ist b(j) die Menge an Daten, die
Prozessor j in Schritt 6 empfangen hat. Jeder Prozessor j sortiert lokal b(j) mit einem schnel-
len sequentiellen Sortierverfahren. Alternativ konnen die B(i, j) (0 < ¢ < p — 1) auch auf
geeignete Art und Weise gemischt werden, da es sich bei ihnen um aufsteigend sortierte

Folgen handelt.
8. Ausgabe von S; := b(j).
Vor der Analyse wird gezeigt, daf’ die in Schritt 6 berechneten Abschnitte nicht “zu grofs” werden.

Lemma 1.33 Nach der Ausfiihrung des Algorithmus PSRS hat die lokal gespeicherte Menge b(j) eine

Grofie von hichstens 2.

Beweis durch Widerspruch: Fiir alle Elemente e in b(j) gilt: G;_; < e < G;. Anders ausgedriickt wird
jeder Abschnitt b(j) durch die Arbeitsweise des Algorithmus von zwei globalen Teilern begrenzt
(an den Randern des durch S definierten Intervalls kann man sich o. B. d. A. noch —co und 40
als Teiler vorstellen).

Angenommen die Behauptung sei falsch, d. h. es existiert einj (0 < j < p — 1), so daB3 |b(j)| >
% gilt. Wie viele lokale Teiler kann man dann in diesem b(j) finden? Nach Konstruktion haben wir
jedes -%-te Element des Eingabefeldes jedes Prozessors zu einem lokalen Teiler gemacht. Daher
gilt immer, dafs sich in ?)—’2’ aufeinanderfolgenden Elementen jedes Eingabefeldes mindestens ein
lokaler Teiler befindet. Die Anzahl der lokalen Teiler in b(j) wiederum kann man abschétzen,
indem man die angenommene Gréfle von b(j) durch die Grofse der Bereiche teilt, in denen vor der
Sortierung im letzten Schritt auf jeden Fall mindestens ein lokaler Teiler zu finden ist:

Zahl lokaler Teiler in b(j) > |b§J)| = bG)lp” > 2np° =p

p—g 2n 2np

Nimmt man also an, dafs b(j) mehr als 27" Elemente enthilt, so miissen darin mehr als p lokale
Teiler liegen. Dies bedeutet aber gleichzeitig, dafi zwischen zwei globalen Teilern mehr als p loka-
le Teiler liegen miissen. Da in Schritt 2 des Algorithmus jeder p-te lokale Teiler zu einem globalen
Teiler wird, liegen zwischen zwei globalen Teilern allerdings hochstens p-1 lokale Teiler.

Dies fiithrt zum Widerspruch, so daf die Behauptung wahr ist. O

Analyse des Algorithmus PSRS

Da jeder Prozessor seine lokalen Daten hinsichtlich derselben globalen Teiler in p Abschnitte ein-
teilt, die in sich selbst und untereinander aufsteigend sortiert sind, wird erreicht, daff nach Schritt
6 jeder Prozessor ein beziiglich anderer Prozessoren disjunktes Intervall von S speichert und fiir
alle 0 < j < p—2gilt: maz{b(j)} < min{b(j + 1)}. Werden die b(j) in Schritt 7 noch lokal sortiert,
so gilt am Ende des Algorithmus zusitzlich, daff die S; mit 0 < ¢ < p — 1 lokal sortiert sind.
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Damit arbeitet der Algorithmus PSRS korrekt und berechnet eine verteilt gespeicherte, sortierte
Permutation der Eingabe S.

Die Analyse der Zeitkomplexitit der einzelnen Schritte ergibt:

1. Lokales Sortieren bendtigt (z. B. mit Mergesort) O(7 log(7)) Zeit fiir die lokale Berechnung.

2. Das Auswihlen von p Elementen hat eine Zeitkomplexitdt von O(p).

3. In diesem Schritt findet keine lokale Berechnung statt. Die Komplexitit der Kommunikation
betrdgt O(gp? + L), weil jeder Prozessor p Teiler an Prozessor 0 sendet, also insgesamt p?
Stiick.

4. Das Sortieren (z. B. mit Mergesort) der lokalen Teiler kann in der Zeit O(p®log p) erfolgen,
das Auswihlen der globalen Teiler benétigt O(p) Zeit. Beide Werte beziehen sich auf lokale

Berechnung, es erfolgt keine Kommunikation.

5. Hier wird nur kommuniziert, nicht lokal gerechnet. Es handelt sich dabei um einen Broad-
cast von p Werten. Mit 2-Phasen-Broadcast betragen die Kosten dafiir O(pg + L), genauer
2pg + 2L.

6. Das Berechnen der einzelnen Abschnitte kann analog zum Mischen zweier sortierter Folgen
geschehen und benétigt dann O(7 + p) lokale Berechnungszeit. Das Kommunizieren der
Abschnitte erfordert Kommunikationskosten in Hohe von O(% - g+ L), weil jeder Prozessor

héchstens 2 Zahlen versendet und nach Lemma 1.33 hochstens 2?” Zahlen empféangt.

7. Sortiert man die erhaltenen Abschnitte, so benétigt dies O(% log(%)) lokale Berechnungs-
zeit. Dies ist nicht schlechter als die benétigte Zeit in Schritt 1.

8. Die Ausgabe ist in Linearzeit moglich, also in O().

Offensichtlich ist die Anzahl der Supersteps konstant, also gilt A = O(1). Um insgesamt in allen
Schritten mit lokaler Berechnung das theoretische Optimum von O( log(7)) Zeit pro Superstep
zu erreichen, mufd wegen Schritt 4 gelten, dafs % > p? ist. Aus Lemma 1.33 folgt auflerdem h = 2?”

und somit O(g - 7 + L) als obere Schranke fiir die Kommunikationskomplexitat.

Satz 1.34 Der Algorithmus PSRS sortiert auf einem BSP-Computer n gleichmifiig auf p Prozessoren

verteilt gespeicherte und paarweise verschiedene Ganzzahlen beziiglich lokaler Berechnung in asymptotisch

optimaler Zeit von O(3 log(3)), wenn ein Effizienzquotient von 3 > p? gilt. Hat der BSP-Computer eine
Bandbreite g < log(%) und eine Latenz L < % . log(%), ist auch die Kommunikation und damit der

gesamte Algorithmus in asymptotisch optimaler Zeit ausfiihrbar.

Beweis: Der Algorithmus arbeitet gemédfs seiner Analyse korrekt fiir eine Menge von Ganzzahlen S.
Setzt man fiir die Parameter g und L log (%) bzw. 7 -log(3) und wegen des Effizienzquotienten fiir
p? 2 oder einen kleineren Wert ein, so ist jeder Schritt in der angegebenen theoretisch optimalen
Zeit durchfiihrbar. O
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1.3.3 Erweiterungen des BSP-Modells

Wegen seiner Praxistauglichkeit konnte sich das BSP-Modell etablieren, wegen einiger Nachtei-
le sind allerdings mehrere Varianten entwickelt worden, die diese Nachteile beseitigen sollen.
Darunter ist das Modell des grobkornigen Parallelrechners (engl.: coarse grained multicomputer,
abgekiirzt CGM), das sich besonders durch eine einfache Analyse auszeichnet. Es besteht aus p
Prozessoren, die tiber ein beliebiges Netzwerk miteinander verbunden sind und jeweils einen
lokalen Speicher von O(7) > O(1) haben. Hier besteht ein wesentlicher Unterschied zur feinkor-
nigen Sichtweise der PRAM, bei der 3 = O(1) angenommen wird. Es gibt im CGM-Modell kei-
nen gemeinsamen Speicher, der Datenaustausch zwischen den Prozessoren erfolgt in expliziten
Kommunikationsschritten. Die Speicherbegrenzung impliziert natiirlich auch, dafl pro Superstep
von einem Prozessor maximal O(3) Daten gesendet und/oder empfangen werden kénnen. Zur
Leistungsbewertung von CGM-Algorithmen werden sowohl die Komplexitit der lokalen Berech-
nungen als auch die Anzahl der Kommunikationsschritte herangezogen.

Kommunikationsaufrufe werden in diesem Modell als Variationen einer globalen Sortierope-
ration der O(n) Eingabedaten angesehen. Der Vorteil dieses Vorgehens ist die leichte Abschidtzung
der Kommunikationskosten auf verschiedenen Netzwerktopologien, weil parallele Sortierproble-
me fiir die gebrduchlichen Topologien sehr gut erforscht sind'*. Dehne et al. [26] zeigen, daf8 die
Kommunikationsoperationen Segmented Broadcast, Multinode Broadcast, Total Exchange und Parti-
al Sum fiir den Fall 3 > p eine Zeitkomplexitdt von O(3; + Ts(n, p)) haben, wobei T(n, p) die
Zeit fur eine globale Sortieroperation angibt. Weil 7 Kleiner als das theoretische Optimum fiir das
Sortieren ist, konnen diese Operationen in der asymptotischen Zeitanalyse durch Ts(n,p) ersetzt
werden. Allerdings wird diese Art der Notation in neueren Arbeiten [49][28, S. 329] nicht mehr
verwendet, weil mit dem grobkornigen Sortieralgorithmus von Goodrich [37] ein Verfahren zur
Verfiigung steht, das fiir gdngige Effizienzquotienten eine Sortierung von n Datensétzen in op-
timaler Zeit und konstant vielen Kommunikationsrunden durchfiihrt. Daher wird auch hier nur
noch die Anzahl der Kommunikationsrunden gezéhlt und die dabei versendeten und empfange-
nen Daten in ihrer Anzahl nach oben beschrankt.

Beim Algorithmenentwurf versucht man, sowohl die Anzahl der Kommunikationsschritte als
auch den Effizienzquotionten moglichst klein zu halten, um viele Kommunikationsoperationen
bestehend aus kleinen Nachrichten durch wenige solcher Operationen mit langen Nachrichten
zu ersetzen.

Zum besseren Verstdndnis wird exemplarisch ein CGM-Algorithmus von Dehne et al. [25] zur
parallelen Bestimmung der konvexen Hiille erldutert. Er nutzt bekannte Grundlagen aus dem se-
riellen und parallelen Umfeld, etwa die Bestimmung der Tangenten zwischen zwei Ketten durch
bindre Suche (vgl. dazu die PRAM-Algorithmen in JaJas Lehrbuch [44, S. 56ff. und S. 264ff.]).
Zwar ist dieser Algorithmus hinsichtlich seiner Anzahl von Kommunikationsrunden und seines
Effizienzquotienten bereits verbessert worden [29], er besticht als Beispiel aber durch seine Kiir-
ze und Klarheit. Wie bei Algorithmen zur Losung dieses Problems nicht uniiblich, wird nur die

Berechnung der oberen konvexen Hiille gezeigt, fiir die untere lduft das Verfahren analog.

1450 gilt etwa fiir ein 2D-Gitter (mesh) eine Sortierlaufzeit von ©( % (logn+/p)) und fiir den Hypercube fiir praktische

Belange O( (logn + log?p)) (s. Dehne et al. [26, S. 383]).
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Algorithmus 1.35 Obere konvexe Hiille [25, S. 305f.]

Eingabe: CGM (n,p), jeder Prozessor speichert lokal beliebige O(2) Punkte der Punktmenge S.

n
p
Ausgabe: Eine verteilt gespeicherte Représentation der oberen konvexen Hiille von S.

1. Sortiere die Eingabepunkte global geméfs ihrer x-Koordinate, was zu Mengen V; auf Prozes-

sor p; fiihrt.

2. Berechne lokal die obere Kette von V; und speichere die Kanten in einem Array C; in sor-

tierter Form.

3. Fiihre einen Multinode Broadcast durch, bei dem Prozessor p; folgende dreiteilige Nachricht

|Cil
2

an die anderen Prozessoren sendet: ¢; := C;[5"], den Vorgédnger von ¢; in C; und analog

seinen Nachfolger.

4. Berechne folgendermaflen alle paarweisen p? Tangenten: Jeder Prozessor p; speichert p Ge-
raden [;;, die am Anfang alle durch ¢; und ¢; verlaufen (c; ist der mittlere Punkt von Pro-
zessor p;). Die beiden néchsten Schritte werden insgesamt 2 log n mal durchgefiihrt: Jeder
Prozessor fiihrt fiir die p Geraden [;; einen Schritt der bindren Suche auf seiner oberen Ket-
te C; durch. Bezeichne c¢;; den Punkt, der durch diesen Schritt berechnet wurde und den
die Gerade [;; als ndchsten trifft. Fithre nun die Kommunikationsoperation Total Exchange
durch, bei der Prozessor p; p verschiedene Tripel an Prozessor p; (1 < j < p) versendet. Das

Tripel j besteht dabei aus ¢;;, seinem Vorganger und seinem Nachfolger in C;.

5. Berechne lokal fiir jede Menge V; ihren Beitrag zur oberen konvexen Hiille von S. Dabei
handelt es sich um die (moglicherweise auch leere) Folge von Punkten auf der oberen Ket-
te zwischen dem am weitesten rechts liegenden Tangentialpunkt eines Endpunktes einer
rechten Tangente und dem am weitesten links liegenden Tangentialpunkt eines Endpunk-
tes einer linken Tangente. Fallen diese beiden Punkte zusammen, mufi nur gepriift werden,
ob die Tangenten unter dem Schnittpunkt einen Winkel grofier als 7 bilden. Falls ja, ist der

Beitrag zur gesamten oberen Hiille dieses Prozessors leer.

Die Korrektheit ist bei Kenntnis der Grundlagen leicht einzusehen. Die Analyse der Zeitkomple-
xitdt gliedert sich so: Schritt 1 benotigt eine Zeit von T (n, p) und ist abhéngig von der verwende-
ten Topologie. Die Berechnung der lokalen konvexen Hiille kann wegen vorliegender Sortierung
mit Grahams Scan in O(%) Schritten durchgefiihrt werden. Schritt 3 ist eine der bekannten Kom-
munikationsoperationen, die asymptotisch durch O(T;(n,p)) abgeschdtzt werden kann. Die Be-
stimmung der Tangenten erfordert im wesentlichen 2 log n Kommunikationsaufrufe der Art Total
Exchange, dessen Zeitbedarf mit T;,(p) fiir das Versenden von p Daten bezeichnet wird. Der letzte
Schritt ist lokal in der Zeit O(p) zu bewaltigen. Der Sortierschritt dominiert die Kommunikations-

zeit, falls % > pTs(p, p) gilt. Somit erhélt man folgendes Ergebnis:

Satz 1.36 (Dehneetal. [25, S. 306]) Das Problem 2D-Konvexe-Hiille kann fiir eine Menge von n Punkten
auf einem grobkornigen Multicomputer CGM(n,p) mit 2 > pTi(p,p) in der Zeit O(”lo# + Ts(n,p))

geldst werden.
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Es gibt noch einige andere parallele Modelle, die eine gewisse Relevanz in der Forschung ha-
ben. Dazu gehoren das logP-Modell, das mittlerweile in mehrfacher Hinsicht als nachteilig im
Vergleich zu BSP angesehen wird (siehe den Ubersichtsartikel von Hambrusch [42, S. 93]), so-
wie Variationen des BSP-Modells, darunter BSP* von Meyer auf der Heide et al. [10], das die
vergleichsweise hohen Latenzkosten bei kleinen Nachrichten im BSP-Modell berticksichtigt. Man
muf$ allerdings sagen, daf3 ihre heutige und/oder zukiinftige Bedeutung als nicht sehr grofs ein-

zuschatzen ist, weshalb auf eine weitere detaillierte Betrachtung in dieser Arbeit verzichtet wird.

1.4 Fazit

Dieses Kapitel hat in die Aufgabenstellung eingefiihrt und die Grundlagen der Algorithmischen
Geometrie sowie der Parallelverarbeitung erldutert. Es wurde festgestellt, dafs normale Delaunay-
Triangulationen und solche hoherer Ordnung dazu verwendet werden kénnen, realistische Ober-
flachenmodelle wie TINs und Meshes zu erstellen. Da diese Datenstrukturen meist zur Losung
komplexer Probleme verwendet werden und daher im Umfeld der Parallelverarbeitung zum Ein-
satz kommen, sollten auch Delaunay-Triangulationen héherer Ordnung parallel berechnet wer-
den kénnen.

Dies soll innerhalb eines theoretischen Modells geschehen, das hinsichtlich heutiger Parallel-
rechnerarchitekturen praktische Relevanz hat, weshalb sich die Modelle CGM und BSP anbieten.
Das CGM-Modell besticht vor allem durch seine Ndhe zum von-Neumann-Modell und die damit
einhergehende Einfachheit bei kaum geminderter Aussagekraft; es bildet daher die Grundlage fiir
weitere Uberlegungen in dieser Arbeit. Zur Identifizierung geeigneter Verfahren fiir die paralle-
le Berechnung hoherer Ordnungen werden im folgenden Kapitel bekannte serielle und parallele

Algorithmen zur Bestimmung der normalen Delaunay-Triangulation vorgestellt.



Kapitel 2

Forschungsarbeiten zur

Delaunay-Triangulation

Im vorigen Kapitel sind bereits einige grundlegende Eigenschaften von Delaunay-
Triangulationen dargelegt worden. Dieses Kapitel setzt diese Einfithrung ohne Anspruch
auf Vollstandigkeit fort und beschreibt weitere wichtige bekannte Merkmale dieser Dreieckszer-
legung. Aus Platzgriinden lediglich skizzierte Beweise konnen in den zitierten Originalarbeiten
nachgelesen werden.

Die gesammelten Kenntnisse werden im weiteren Verlauf des Kapitels zu Algorithmen fiih-
ren, die das geometrische Problem der Berechnung der Delaunay-Triangulation fiir eine Punkt-
menge in der euklidischen Ebene 16sen. Zunichst werden die wichtigsten seriellen Algorithmen
vorgestellt, gefolgt von verschiedenen parallelen. Interessant dabei ist, dafs sowohl serielle als
auch parallele Verfahren teilweise sehr unterschiedliche Herangehensweisen zur Losung dessel-

ben Problems wihlen.

2.1 Eigenschaften und Anwendungen

Mit Hilfe der Eulerschen Polyederformel kann man sowohl die Raumkomplexitidt einer
Delaunay-Triangulation bestimmen als auch mittelbar eine Aussage iiber die Zeitkomplexitit ih-

rer Berechnung treffen.

Satz 2.1 (Eulersche Polyederformel, s. auch Jungnickel [45, S. 41]) Sei G ein planarer, zusammenhingen-
der und in die Ebene eingebetteter Graph mit v Knoten, e Kanten und f Flichen. Dann gilt: v+ f = e + 2.

Beweis durch Induktion iiber die Anzahl der Kanten e:

1. Induktionsanfang: Hat G keine Kanten, exisitiert nur die unbeschrankte Fliache aufserhalb

von G, so dafs die Behauptung wegen v =1, f = 1 und e = 0 gilt.
2. Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir alle ¢, < e.

3. Induktionsschritt: G habe e Kanten. Enthilt G einen Kreis, entfernt man eine Kante dieses

Kreises. Nach Induktionsvoraussetzung gilt nun die Behauptung. Fiigt man die entfernte

32
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Kante wieder hinzu, entsteht gleichzeitig auch eine neue Fldche, so dafs die Behauptung
wieder gilt. Hat G keinen Kreis, ist G ein Baum mit e = v — 1 und f = 1 (elementares

Ergebnis der Graphentheorie). Damit gilt auch in diesem Fall v + f = e + 2. O

Folgerung 2.2 Eine Triangulation in der Ebene mit v Knoten hat hochstens 3v-6 Kanten und hochstens
2v-4 Dreiecke.

Beweis: Eine Kante gehort zu genau zwei Dreiecken (im Falle von Kanten der konvexen Hiille ist
eines dieser Dreiecke das unbeschriankte entartete Dreieck aufSerhalb der konvexen Hiille) und zu
jedem Dreieck gehoren mindestens drei Kanten, also e > % Zusammen mit Satz 2.1 ergibt sich

dann:

3
7f§v+ff2:>g§v72§f§2v74:>e§v+2v7472:>e§3v76

O

Satz 2.3 Sei S C R? eine n-elementige Punktmenge. Dann gilt: Die Berechnung von DT(S) benotigt
Q(nlogn) Schritte.

Beweis: Preparata und Shamos [59, S. 212] zeigen durch Reduktion auf das Sortierproblem, dafs
die Berechnung von VD(S) eine Komplexitat von Q(nlogn) hat. Es bleibt daher nur noch als
Reduktion zu zeigen, daff man in Linearzeit die Losung von DT(S) in eine Losung fiir VD(S)
umrechnen kann, um die Behauptung zu beweisen.

DT(S) hat O(n) Dreiecke, fiir die man in jeweils konstanter Zeit den Umkreismittelpunkt
(Voronoi-Knoten) bestimmen kann. Die Adjazenzinformationen der Voronoi-Knoten, also die
Voronoi-Kanten, ergeben sich wegen der Dualitét direkt aus den Nachbarschaftsbeziehungen von
Dreiecken der vorhandenen Delaunay-Triangulation. Die Datenstruktur muf$ pro Dreieck also
nur durch den zugehérigen Voronoi-Knoten und dessen Kanten zu Voronoi-Knoten benachbarter
Dreiecke erganzt werden. Da dies jeweils O(n) Stiick sind, kostet die Umwandlung der Losung

O(n) Schritte und somit gilt die Behauptung. O

Nun wissen wir, daf8 man fiir die Berechnung der Delaunay-Triangulation in der Ebene O(n)
Raum und Q(nlogn) Zeit benotigt. Dieses Ergebnis werden wir benutzen, um die Qualitit von

Algorithmen hinsichtlich ihrer Laufzeit zu beurteilen.

Neben der Dualitdt der zweidimensionalen Delaunay-Triangulation mit dem zweidimensio-
nalen Voronoi-Diagramm besteht eine solche enge Verbindung auch mit der dreidimensionalen

konvexen Hiille. Dies kann man durch geometrische Transformation herbeifiihren.

Definition 2.4 Sei S’ C R3 und sei CH(S’) die konvexe Hiille von S’. Dann ist die untere konvexe Hiille
von S’ - bezeichnet als LowerCH(S’) - definiert als der Teil von CH(S’), der vom Punkt (0, 0,—o0) aus

sichtbar ist.

Satz 2.5 (vgl. Aurenhammer und Klein [7,S.221]) Sei S C R? und sei S’ := {(z,y,22+y?) | (z,y) € S}
die durch Transformation erhaltene Punktmenge in R®. Dann ist die Delaunay-Triangulation von S die

Projektion von LowerCH(S’) auf die x-y-Ebene.
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Beweisidee: Seien p, q und r drei Punkte aus S. Transformiert man sie zu p’, ¢' und r’ in den
Raum, so kann man zeigen, daf8 der Kreis C(p,q,r) genau dann keine weiteren Punkte aus S
enthélt, wenn unterhalb der durch p’, q" und r” aufgespannten Ebene keine weiteren Punkte aus
S’ liegen. Daraus folgt, dafd drei Punkte aus S genau dann ein Delaunay-Dreieck bilden, wenn die

korrespondierenden Punkte aus S’ eine Fldche der unteren konvexen Hiille von S’ induzieren. [J

Abbildung 2.1: Paraboloid der Form z = 22 + y?

Eine interessante Nebenbemerkung zu Satz 2.5 ist, daf§ die Punkte von S’ alle auf einem Pa-
raboloiden mit Pol im Koordinatenursprung liegen, der durch Rotation um die z-Achse entsteht
(siehe Abbildung 2.1). Fiihrt man eine verschobene Transformation S’ := {(z —a, y—b, (z—a)*+
(y — b)?| (z,y) € S} durch, ist der Punkt (a,b) der neue Pol dieses Paraboloiden, da sich nur fiir
ihn der transformierte Wert (0, 0, 0) bildet.

Neben der bereits genannten technischen Simulation mit Gitternetzen bietet die Delaunay-
Triangulation weitere Anwendungsmoglichkeiten. Man verwendet sie fiir TINs (die Delaunay-
trianguliert sein konnen, aber nicht miissen) zur Interpolation von Hohenwerten der Punkten,
die nicht im TIN gespeichert sind. Da ndmlich die Triangulation einen gewissen Zusammenhang
der Punkte vorgibt, kann man sich dies zunutze machen, um einen realistischen Néherungsho-
henwert fiir die unbekannte Position zu bestimmen. Ahnliches gilt fiir die Verkniipfung zweier
TINs, dabei sind nach van Kreveld [48] unter anderem Addition und Subtraktion, aber auch das
Potenzieren eines einzelnen TINs sinnvolle und notwendige Operationen (z. B. zur Bestimmung
von Hohendifferenzen oder von Erosionseinfliissen).

Das Finden kiirzester Wege in einem Terrain ist eine Problemstellung von hohem praktischen
Nutzen und wird unter anderem in Navigationssystemen verwendet. Lanthier et al. [50] geben
ein paralleles Verfahren an, auf verschieden gewichteten (etwa mogliche Geschwindigkeit eines
Objekts) Oberflachen den kiirzesten Weg zu finden. Die Delaunay-Triangulation wird weiterhin

bei einer Klasse von Cluster-Algorithmen mit Raumbezug als Preprocessing verwendet [31], um
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davon ausgehend Clusterhierarchien aufzubauen. Alle diese Anwendungen dienen im geowis-
senschaftlichen Umfeld dazu, aus Daten Informationen und Wissen fiir den Benutzer zu erzeu-

gen.

2.2 Serielle Algorithmen

Mittlerweile kennt man eine ganze Reihe von seriellen Algorithmen zur Bestimmung der plana-
ren Delaunay-Triangulation. Eine Ubersicht mit einem experimentellen Vergleich der verschiede-
nen Laufzeiten bietet der Artikel von Su und Drysdale [66]. Dort werden die wichtigsten damals
bekannten Algorithmen untersucht und fiir den sequentiellen Fall bewertet. Aus dieser und an-
deren Quellen stammen die sechs Verfahren, die in diesem Unterkapitel besprochen werden.

Grundsétzlich kann man dabei zundchst deterministische von randomisierten Algorithmen
unterscheiden. Das Verhalten eines deterministischen Algorithmus héngt ausschliefilich von der
Eingabe ab, wohingegen das Verhalten eines randomisierten Algorithmus auch auf zufillig ge-
wihlten Werten (etwa denen eines Zufallszahlengenerators) basiert. Der Terminologie von Mul-
muley und Schwarzkopf [55, S. 633] folgend, liefert ein randomisierter Algorithmus zwar immer
das korrekte Ergebnis, allerdings sind Zeit- und/oder Raumkomplexitdt nur mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit garantiert!®.

Bei manchen Problemen bieten randomisierte Algorithmen den Vorteil, dafl sie einfacher zu
implementieren sind und/oder das Problem mit (sehr) hoher Wahrscheinlichkeit schneller 16sen
als deterministische. Kann man jedoch von einem deterministischen Algorithmus bei dhnlichem
Implementierungsaufwand die gleiche Laufzeit im worst case erwarten wie von einem randomi-
sierten, so ist der deterministische vorzuziehen, weil seine Giite immer garantiert ist. Letztlich ist
jedoch immer eine Einzelfallbetrachtung des Problems und der zugehorigen Algorithmen not-
wendig.

Beim Speicherbedarf der vorgestellten Algorithmen ergeben sich keine grundlegenden Un-
terschiede, er betrdgt grundsétzlich O(n), weil zu jedem Delaunay-Dreieck nur konstant viele
Werte gespeichert werden. Es wird daher auf eine Analyse des Speicherbedarfs zugunsten einer

Laufzeitbetrachtung in theoretischer und praktischer Hinsicht verzichtet.

221 Flipping

Aus Satz 1.11 1afst sich ganz einfach folgender Algorithmus ableiten: Bestimme eine beliebige
Triangulation T von S C R2. Solange es ein Viereck gibt, dessen Dreiecke lokal (also in diesem
Viereck) nicht die Delaunay-Eigenschaft erfiillen, ersetzt man die bestehende Diagonale im Vier-
eck durch die andere mogliche!®. Gibt es kein solches Viereck mehr, hat man die grofitmogliche
Winkelfolge und damit die Delaunay-Triangulation erreicht.

Dieser Algorithmus hat eine Zeitkomplexitit von O(nlogn + f), wobei f die Anzahl der Kan-
tenflips (Wechsel der Diagonalen) angibt. Da aber im schlechtesten Fall (};) = Q(n?) solcher Flips

15Tm Unterschied dazu wird ein Algorithmus probabilistisch genannt, wenn er das korrekte Resultat nur zu einer gewis-
sen Wahrscheinlichkeit berechnet, eine korrekte Ausgabe also nicht in jedem Fall garantiert ist [55, S. 633].

16Djes ist im planaren Fall in der Tat immer moglich, da die beiden Dreiecke ein konvexes Viereck bilden, wenn die
lokale Delaunay-Eigenschaft der beiden Dreiecke nicht erfiillt ist.
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vonnoten sind [33], ist dieser Algorithmus nicht immer optimal hinsichtlich seiner Laufzeit.

2.2.2 Inkrementelle Algorithmen

Inkrementelle Algorithmen fiigen jeden der n Punkte aus der Eingabe S schrittweise in die
Delaunay-Triangulation der bis dahin eingefligten Punkte ein und aktualisieren dann die Teil-
16sung. Der bekannteste Vertreter dieser Klasse umschliefst zur Vereinfachung die Eingabemenge
S zu Beginn des Algorithmus mit einem ausreichend grof$ gewéhlten Dreieck, so dafd jeder neu
eingefiigte Punkt p € S innerhalb der bestehenden Triangulation T liegt. Deren Aktualisierung
verlduft folgendermaflen: Zunéchst berechnet man die Menge T3, der Dreiecke aus T’, in deren
Umkreis p liegt. T}, bildet ein von p ausgehend sternférmiges Polygon P, da fiir jeden Punkt
p' € P das Segment pp’ in P liegt (vgl. Fortune [33]). Sei nun 7}, die Triangulation von P, de-
ren Dreieckskanten alle von einem Eckpunkt von P zu p verlaufen; sie bildet eine korrekte lokale
Delaunay-Triangulation von P (fiir den Beweis siehe de Berg et al. [13, S. 194]). Man ersetzt daher
T, durch T}, und erhalt lokal und global eine aktuell giiltige Delaunay-Triangulation.

Die Zeitkomplexitat hdngt wesentlich von der Anzahl der zu 16schenden Dreiecke und somit
der Einfligereihenfolge ab, weil dadurch die Gréfie von T, beeinflufst wird. Im schlechtesten Fall
entspricht T), jedes Mal der aktuell berechneten Triangulation T, so daff man pro Einfiigevorgang
linearen Aufwand und damit eine nicht optimale Gesamtkomplexitit der Laufzeit von O(n?) hat.

Fiigt man allerdings die Punkte nacheinander in zufélliger Reihenfolge ein, erhélt man einen
randomisierten Algorithmus, der dem gleichen Schema folgt, aber eine bessere Laufzeit hat. Weil
jede Eingabepermutation gleich wahrscheinlich ist, ergibt sich eine erwartete Zeitkomplexitat
von O(nlogn). Man kann ndmlich abschédtzen, daf8 pro Einfiigeschritt T, eine erwartete Grofle
von O(1) hat, so da8 die Laufzeit jedes der O(n) Schritte von der Punktlokalisierung in O(log n)
Schritten zur Bestimmung von 7T, dominiert wird [13, S. 197ff.].

Cignoni et al. [22] beschreiben einen inkrementellen Algorithmus, der bekannte Verfahren
durch verschiedene Beschleunigungsmethoden verbessert. Der Algorithmus erstellt zunédchst ein
beliebiges Dreieck der zu berechnenden Delaunay-Triangulation. Ausgehend von dessen Kan-
ten werden die Punkte gesucht, die mit diesen Kanten ein neues Delaunay-Dreieck bilden. Das
Verfahren setzt man mit den noch nicht betrachteten Kanten der neuen Dreiecke fort. Die voll-
stdandige Delaunay-Triangulation ist erstellt, wenn man zu jeder Kante zwei Delaunay-Dreiecke
gefunden hat (inklusive dem unendlichen degenerierten Dreieck auSerhalb der konvexen Hiille
der Eingabemenge). Durch Gridding und Hashing erreicht der Algorithmus gute Laufzeiten in der
Praxis, obwohl er theoretisch nicht optimal ist (bei ungiinstigen Verteilungen der Eingabe S € R?
werden O(n?) Schritte benétigt). Es sei noch darauf hingewiesen, daf diese Art des Algorithmus
manchmal auch als gift wrapping bezeichnet wird, weil das Verfahren methodische Ahnlichkei-
ten zum Algorithmus Jarvis” March zur Bestimmung der planaren konvexen Hiille aufweist, der

entsprechend kategorisiert ist.

2.2.3 Gleitgeradenmethode

Der im Jahre 1987 von Steven Fortune verdffentlichte Algorithmus [32] zur Berechnung des

Voronoi-Diagramms bzw. der Delaunay-Triangulation per Gleitgerade in der Ebene wird heu-
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te allgemein als die eleganteste Losung dieser beiden Probleme angesehen. Das von ihm benutzte
Verfahren speichert und aktualisiert in zwei verschiedenen Kantenlisten den Fortschritt des Al-
gorithmus, bei dem die Gleitgerade von unten nach oben tiber die Ebene geschoben und unter
ihr die aktuell giiltige Delaunay-Triangulation erstellt wird.

Die eine Kantenliste, die sogenannte Grenze, speichert eine geordnete Liste von Eingabepunk-
ten. Ein Eintrag darin fiir den Punkt p entspricht einem Intervall I, auf der Gleitgeraden, in dem
der grofite leere Kreis mit oberstem Punkt in [, liegt, der den Eingabepunkt p schneidet (vgl. For-
tune [34, S. 381]). Die andere Liste beinhaltet die noch zu bearbeitenden Ereignispunkte, an denen
die Gleitgerade stoppen muf3 (daher Ereigniswarteschlange (engl.: event queue) genannt). Dabei
unterscheidet man sogenannte Kreis- und Site-Events. Site-Events treten auf, wenn die Gleitge-
rade auf einen Punkt aus der Eingabe (engl.: site) trifft, Kreis-Events entstehen, wenn ein neues
Delaunay-Dreieck gefunden worden ist. Letzteres passiert, wenn die Gleitgerade den obersten
Punkt eines Umkreises von drei in der Grenze aufeinanderfolgenden Punkten erreicht.

Der Algorithmus hat eine optimale Laufzeit von O(nlog n), da O(n) Ereignispunkte auftreten
und fiir jeden Ereignispunkt O(log n) Kosten entstehen. Diese ergeben sich durch die Aktualisie-
rung der Prioritdtswarteschlange zur Bestimmung des nidchsten Ereignispunktes und durch die

Aktualisierung der Grenze.

2.2.4 Teile und herrsche

Das Prinzip des “Teile und herrsche” (engl.: divide and conquer) besteht darin, durch Rekursion ein
Problem wiederholt in kleinere Teilprobleme aufzuteilen, bis sich jedes Teilproblem aufgrund sei-
ner geringen Grofie sehr einfach 16sen 1463t. Die Hauptarbeit des Algorithmus wird dann tiblicher-
weise beim Mischen der Teillosungen durchgefiihrt. Zur Berechnung der Delaunay-Triangulation
mit diesem Konzept gibt es unter anderem den bekannten Algorithmus von Guibas und Stolfi [41]
sowie dessen Variante mit einer besseren Laufzeit insbesondere fiir gleichverteilte Punktmengen
von Dwyer [30].

Das Verfahren von Guibas und Stolfi teilt dabei die Ebene rekursiv durch senkrechte Schnit-
te in jeweils zwei neue anndhernd gleich grofie Teilbereiche. Die Rekursion bricht ab, wenn ein
Teilbereich hochstens drei Punkte enthdlt. Aus diesen wird dann eine Teillésung gebildet. Die
Teillosungen werden gemischt, indem man die Kanten bestimmt, die zwischen den Teillosungen
verlaufen (Querkanten), und jene 16scht, die von den neu hinzugekommenen geschnitten werden.
Dazu berechnet man zunichst die Querkante, die Teil der unteren konvexen Hiille der beiden
Teillosungen ist. Von ihr ausgehend, wandert man im Grenzbereich der beiden Teillésungen nach
oben und bestimmt durch fortlaufende Umkreistests wiederholt die nichste Querkante, bis man
die Kante der oberen konvexen Hiille erreicht hat. Der Algorithmus hat eine fiir den schlechte-
sten Fall optimale Laufzeit von O(nlogn), jedoch erreicht Dwyer durch einige Anderungen eine

bessere erwartete Laufzeit von O(n log log n) fiir viele Punktverteilungen [30, S. 146].

2.2.5 Dualitit mit 3D-Konvexe-Hiille

Mit Kenntnis des Resultats von Satz 2.5, der Dualitdt der planaren Delaunay-Triangulation mit

der dreidimensionalen konvexen Hiille, kann man die planare Punktmenge S wie im Satz be-
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schrieben transformieren und dann von S’ die dreidimensionale untere konvexe Hiille bestim-
men. Deren Kantenbeziehungen zwischen den Punkten aus S’ entsprechen exakt den Kantenbe-
ziehungen der Delaunay-Triangulation zwischen den korrespondierenden Punkten aus S.

Als einfaches deterministisches Verfahren bietet sich fiir die Bestimmung der konvexen Hiille
im Raum der Teile-und-herrsche-Algorithmus von Preparata und Hong [58] an. Dabei wird die
Eingabemenge im Raum rekursiv in x-disjunkte Intervalle geteilt, bis diese Intervalle nur noch
sehr wenige Eingabepunkte enthalten. Fiir diese bildet man per brute force die konvexe Hiille. Der
entscheidende Schritt ist nun das Mischen der Teilldsungen nach der Riickkehr vom rekursiven
Aufruf. Hierzu wird eine zylinderformige Triangulation T zwischen den Teillosungen erstellt,
dann werden alle Fldchen der alten Teillosungen entfernt, die von T verdeckt werden. Die Details
des Algorithmus konnen bei Preparata und Shamos nachgelesen werden [59, S. 141ff.].

Seine Laufzeit von O(nlogn) fiir eine Eingabegrofie von n ist optimal im schlechtesten Fall.
Es gibt mittlerweile auch ausgabeabhingige Algorithmen, die fiir eine Ausgabegrofie M eine op-
timale Laufzeit von O(nlog M) haben, siehe dazu den Artikel von Seidel [62, S. 372].

2.2.6 Zerlegungsstrategie

Die oben genannten Teile-und-herrsche-Algorithmen verrichten die Hauptarbeit nach den rekur-
siven Aufrufen, also in der Phase des Kombinierens der berechneten Teillosungen. Algorithmen,
die den grofiten Teil ihrer Arbeit vor den rekursiven Aufrufen, also beim Zerlegen der Einga-
be in Teilprobleme, titigen, bezeichnen wir - der Terminologie von Joseph JaJa [44] folgend - als
Zerlegungsalgorithmen'’ .

Der erste Zerlegungs-Algorithmus zur Bestimmung der Delaunay-Triangulation in allen Di-
mensionen d > 2 stammt von Cignoni et al. [22]. Er teilt die Eingabe durch Hyperebenen wech-
selnder Dimension in zwei neue Teilprobleme. Vor dem rekursiven Aufruf fiir beide Teilprobleme
werden allerdings alle Dreiecke (bzw. hoherdimensionale Simplizes) inkrementell konstruiert, die
von der teilenden Hyperebene geschnitten werden. Der dazu benutzte Algorithmus ist der in Ab-
schnitt 2.2.2 beschriebene von Cignoni et al. [22]. Die Rekursion bricht ab, wenn es keine Kanten
(bzw. Flachen der Dimension d-1) mehr in dem Teilbereich gibt, die nicht fertig bearbeitet sind.
Wegen des verwendeten inkrementellen Algorithmus, dessen Laufzeit theoretisch nicht optimal
ist, erfordert auch dieses Verfahren asymptotisch mehr Schritte als notwendig. Trotzdem erreicht
man im Allgemeinen durch die eingesetzten Beschleunigungstechniken gute Laufzeiten in der
Praxis.

Auf der Basis des Zerlegungsprinzips und mit Hilfe einer geometrischen Transformation ha-
ben Blelloch et al. [15] einen parallelen Algorithmus entworfen, der spéter in diesem Kapitel noch
ausfiihrlicher besprochen wird. Abweichend vom von Cignoni et al. [22] entwickelten Verfahren
werden dabei vor dem Rekursionsaufruf keine Delaunay-Dreiecke berechnet, sondern lediglich
Delaunay-Pfade (zusammenhidngende Delaunay-Kanten von der unteren konvexen Hiille zur
oberen), um die Aufteilung der Eingabe in zwei Teilprobleme vorzunehmen. Dieses Verfahren

bricht ab, wenn die Teilbereiche nur noch aus solchen Pfaden bestehen und keine inneren Punkte

17Tn der Literatur wird diese Unterscheidung nicht grundsitzlich vorgenommen; Zerlegungsalgorithmen werden oft,
wie auch bei Cignoni et al. [22, S. 129], der Kategorie “Teile und herrsche” zugerechnet. Eine Differenzierung ist hier aber
gerade angesichts der spdteren Parallelisierung sinnvoll.
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mehr haben. Die zuriickbleibenden Polygone konnen dann in linearer Zeit Delaunay-trianguliert
werden, was zu einer Gesamtkomplexitat von O(n log n) fihrt. Eine fiir diese Arbeit erstellte se-

rielle Variante des Verfahrens wird ausfiihrlicher in Kapitel 3.2 besprochen.

2.2.7 Fazit

Zusammenfassend 1463t sich sagen, dafs der Flipping-Algorithmus zwar sehr leicht zu implemen-
tieren ist, aber keine gute Laufzeit hat. Er eignet sich daher nur fiir lokale Verbesserungen ge-
ringer Grofle. Die inkrementellen Algorithmen sowie der Zerlegungsalgorithmus von Cignonoi
et al. sind zwar theoretisch nicht bzw. nur randomisiert optimal, konnen aber durch geeignete
Beschleunigungstechniken eine gute Performanz erreichen. Fiir viele Verteilungen kann diese so-
gar besser als die Laufzeit der Gleitgeradenmethode sein, die vom theoretischen Standpunkt als
beste und eleganteste gilt. Jedoch kann auch der Teile-und-herrsche-Algorithmus von Dwyer fiir
viele Verteilungen eine bessere erwartete Laufzeit als die theoretische untere Schranke erreichen.
Das Zerlegungsprinzip nach Blelloch et al. ist theoretisch optimal, benétigt jedoch fiir eine gu-
te Performanz aufgrund der vielen Rekursionsschritte eine effiziente Implementierung. Wegen
der Hin- und Riicktransformation konnen Algorithmen zur Bestimmung der konvexen Hiille im
Raum im Allgemeinen nicht mit den schnellsten der vorgenannten Algorithmen mithalten.

Der experimentelle Vergleich von Su und Drysdale [66] identifiziert unter den getesteten Ver-
fahren einen beschleunigten inkrementellen Algorithmus (nicht gift wrapping), Fortunes Gleitge-
radenmethode und Dwyers Teile-und-herrsche-Algorithmus als die schnellsten. Ein Zerlegungs-

algorithmus war nicht Bestandteil der Untersuchung.

2.3 Parallele Algorithmen

Die wichtigsten Teile eines parallelen Algorithmus zur Bestimmung der planaren Delaunay-
Triangulation sind die Aufteilung der Eingabe auf die Prozessoren, die Bestimmung der Teillo-
sung auf jedem Prozessor und das Kombinieren der Teillosungen zu einer verteilt gespeicherten
Gesamtlosung des Problems. In diesem Kapitel wird daher erldutert, wie bekannte Verfahren
diese Problematik 16sen. Es werden dazu fiinf Verfahren vorgestellt und hinsichtlich ihrer Imple-
mentierbarkeit sowie erwarteter paralleler Effizienz bewertet.

Zwei dieser Algorithmen sind randomisiert, weil sie das Konzept des random sampling ver-
wenden. Dabei wird aus der Eingabe eine zufillige Teilmenge oder Probe (engl.: random sample)
von geringer Grofle ausgewdhlt. Das Problem (oder ein Hilfsproblem) wird dann fiir diese klei-
ne Teilmenge gelost, um anhand dieser Teillosung eine gute Aufteilung der gesamten Eingabe
auf die Prozessoren zu erzielen. Die Komplexitit der Algorithmen kann zwar asymptotisch ab-
geschétzt werden, wegen der Randomisierung gelten diese Schranken allerdings nur mit hoher

Wahrscheinlichkeit. Folgende abkiirzende Schreibweise wird dabei verwendet:

Bezeichnung 2.6 (vgl. Dehne et al. [24, S. 548]) X = O(f(n)) bezeichnet X = O(f(n)) mit hoher
Wahrscheinlichkeit, d. h. X = O(f(n)) & (Ve > ¢ > 1) Pr{X > cf(n)} < —, wobei c, eine feste

nale) s

Konstante und g(c) ein Polynom in ¢ mit g(c) — oo fiir ¢ — oo ist.
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2.3.1 Berechnung der dreidimensionalen konvexen Hiille

Ein von Dehne et al. [24] fiir das CGM-Modell konzipierter Algorithmus berechnet die konvexe
Hiille einer Punktmenge im R®. Er kann daher wegen der Dualitét der Probleme auch zur Be-
rechnung der Delaunay-Triangulation in der Ebene verwendet werden. Allerdings geschieht hier
natiirlich keine Aufteilung der Punkte in der Ebene, sondern im Raum, wodurch eine komplexe
Aufteilungsmethode notig wird.

Zu Beginn des Algorithmus enthélt der lokale Speicher jedes Prozessors der CGM-Maschine
% Punkte der Eingabe S. Aus S wird dann von allen Prozessoren eine zufillige Teilmenge R C .S
der Grofie O(%) gebildet und auf jedem Prozessor gespeichert (random sampling). Jeder Prozessor
berechnet dann mit einem schnellen sequentiellen Verfahren C'H(R) und entfernt die darin ent-
haltenen Punkte, weil sie nicht mehr als Teil der Gesamtlésung in Frage kommen. Die Flichen
von CH(R) werden dann auf eine geeignete Art und Weise partitioniert und auf die Prozesso-
ren aufgeteilt, so dafs Prozessor p; die Teilmenge R; C C'H(R) erhélt. Sehr grob gesprochen wird
dann auf jedem Prozessor eine Menge S; gebildet, die jene Punkte enthilt, die vom Inneren von
CH(R) gesehen nahe bei bzw. hinter den Flachen von R; liegen. p; bildet danach CH(S;) und
entfernt wiederum die Punkte, die im Inneren von C'H (S;) liegen.

Im néchsten Schritt werden die inneren Kanten entfernt, indem man zunéchst zwei Kopien
jeder Kante v von CH(S;) erstellt (eine mit Schliissel u, eine mit Schliissel v) und diese Kanten-
kopien gemaf3 ihrer Schliissel global sortiert. Man betrachtet nun jeden Endpunkt v und berechnet
CH(R,), wobei R, die Menge aller Strahlen ist, die durch die zu v inzidenten Kanten verlaufen
und deren Ursprung in v liegt. Die zu v inzidenten Kanten innerhalb von CH (R, ) werden ent-
fernt. Gleiches gilt fiir v, falls v innerhalb von CH(R,) liegt (ndmlich dann, wenn CH(R,) = R?
gilt). Jede nicht geloschte Kante e wird zu Prozessor p; gesendet, wenn e urspriinglich Teil von
CH(S;) war.

Der letzte wesentliche Schritt wahlt die Kanten der globalen konvexen Hiille in jedem S; aus.
Dazu berechnet jeder Prozessor p; fiir jedes Dreieck ¢ € R; den Punkt aus 5;, der den hochsten
Abstand zu der Ebene durch ¢ hat (und daher weitester Punkt genannt wird). Sei nun auf jedem
Prozessor p; G; der Teilgraph von CH(S;), der von jenen Kanten induziert wird, die vor dem
letzten Schritt {ibrig geblieben sind. Alle p; berechnen die Menge E; der Kanten von G, die von
einem weitesten Punkt in S; erreichbar sind. Die Vereinigung aller E; ist die globale konvexe
Hiille.

Die Details, insbesondere Korrektheitsbeweise und die Laufzeitanalyse, konnen in der Origi-
nalarbeit [24] nachgelesen werden. Dort kommt man zu dem Ergebnis, dafs die dreidimensionale
konvexe Hiille (und damit die zweidimensionale Delaunay-Triangulation) mit diesem Algorith-
mus auf einem grobkornigen Parallelrechner CGM (n, p) mit % > p?t€, € > 0, mit einer Laufzeit
von O(% + I, ) berechnet werden kann. Dabei gibt I',, ,, die Laufzeit einer Kommunikati-
onsphase an, bei der héchstens O(7) von jedem Prozessor gesendet und empfangen werden [24,
S. 556]. Trotz dieser asymptotisch optimalen erwarteten Laufzeit und O(1) Kommunikationsrun-
den bietet sich eine Implementierung des Algorithmus aufgrund seiner Kompliziertheit nicht an

und wurde auch bisher nicht publiziert.
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2.3.2 Der Algorithmus von Kiihn

Im Rahmen seiner Dissertation zu lokalen Eigenschaften in der Geometrie [49] hat Ulrich
Kiihn den folgenden randomisierten Algorithmus fiir die parallele Berechnung der Delaunay-
Triangulation in R? entworfen, der auf einem grobkornigen Parallelrechner CGM (n, p) bei 7z
p?*€, € > 0, mit hoher Wahrscheinlichkeit eine optimale Laufzeit bei O(1) Kommunikationsrun-
den hat [49, S. 91]. Das Verfahren benutzt zur Aufteilung der Punkte auf die Prozessoren random

sampling und sei hier in den wesentlichen Schritten wiedergegeben.

Algorithmus 2.7 Planare Delaunay-Triangulation DT(S)

Eingabe: Menge S C R? von n Punkten in allgemeiner Lage, so daf jeder Prozessor P;, 1 < i <

p, genau 7 Punkte speichert. Jeder Punkt ist auf genau einem P; gespeichert.

Ausgabe: DT(S); jeder Prozessor P;,1 < ¢ < p, speichert O(%) Punkte und Delaunay-Kanten.

1. Die Ebene wird durch random sampling zerlegt, indem alle Prozessoren gemeinsam eine zu-
fallige Auswahl R C S der Grofe O(%) ermitteln. Jeder Prozessor berechnet dann das
Voronoi-Diagramm V D(R), eine Quadrangulierung @ (Zerlegung in Vierecke) von R an-
hand V' D(R) und eine Datenstruktur zur Punktlokalisierung der lokal gespeicherten Teil-

menge von S in Q.

2. Jeder Prozessor berechnet die gleiche Verteilung der Vierecke der Quadrangulierung auf die
Prozessoren derart, dafs benachbarte Vierecke moglichst demselben Prozessor zugeteilt wer-
den. Man erhilt Vierecksmengen @;, welche Teilmengen S; der Eingabe mit jeweils O(%)
Punkten beinhalten.

3. Nun Kklassifiziert jeder Prozessor per Punktlokalisierung seine lokalen Punkte danach, zu
welchem @); sie gehoren und sendet sie entsprechend an P;. Nach der Partitionierung von
S durch diesen Kommunikationsschritt wird nebenldufig auf allen Prozessoren ein serieller

Algorithmus zur Bestimmung von DT'(S;) ausgefiihrt.

4. Zum Herstellen der globalen Losung werden abschlieflend die Delaunay-Dreiecke identifi-
ziert. Dazu bestimmt jeder Prozessor P; fiir jedes Delaunay-Dreieck A € DT'(S;) den Um-
kreismittelpunkt m und priift, ob mx in einem Viereck der Teilquadrangulierung Q; liegt.
Ist dies der Fall, werden A und die zugehorigen Delaunay-Kanten als korrekt markiert,

andernfalls wird A als moglicherweise inkorrekt markiert.

Der Algorithmus hat eine erwartete Laufzeit von O( "l‘;#), ist also mit hoher Wahrscheinlichkeit
optimal. Aufierdem benétigt er nur O(1) Kommunikationsrunden, so dafl er nicht nur hinsicht-
lich lokaler Berechnung (mit hoher Wahrscheinlichkeit), sondern auch hinsichtlich des Nachrich-
tenaustausches asymptotisch optimal ist. Eine Implementierung ist fiir die Originalarbeit nicht
vorgenommen worden; angesichts der verschiedenen Datenstrukturen und Algorithmen ist die
Umsetzung in ein paralleles Programm voraussichtlich dufserst zeitaufwendig. Aus demselben
Grund kann man weiterhin davon ausgehen, dafd die Laufzeit mit vergleichsweise hohen Kon-

stanten behaftet ist, so dafs eine praktisch effiziente Umsetzung zweifelhaft erscheint.
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2.3.3 Inkrementelles Verfahren

Der serielle inkrementelle Algorithmus von Cignoni et al. wird in demselben Artikel [22] in einer
einfachen parallelen Variante prasentiert. Dazu wird das sequentielle Programm und die gesamte
Eingabemenge S auf jedem der p Prozessoren repliziert, weil die Autoren von einer Umgebung
ausgehen, in der Prozesse zur Laufzeit nicht effizient erzeugt werden kénnen.

Das die Eingabemenge umschlieSende Rechteck wird dann in p gleich grofie Rechtecke R; auf-
geteilt. Jeder Prozessor p; bestimmt mit dem seriellen Algorithmus all jene Delaunay-Dreiecke,
die zumindest teilweise in seinem Rechteck R; liegen. Mehrfachspeicherungen von Delaunay-
Kanten, die die Rechteckgrenzen schneiden, werden vermieden, indem jeder Prozessor ein Drei-
eck nur in die Losung aufnimmt, wenn sein oberster linkester Punkt im eigenen Rechteck R;
liegt.

Insbesondere die p-fache Replikation der Eingabe ermoglicht zwar eine unabhéngige Pro-
grammausfiihrung ohne Kommunikation, 10st aber nicht das Ressourcenproblem der Speicher-
knappheit. Da man beim Entwurf paralleler Algorithmen tiblicherweise anstrebt, daf sich zu kei-
ner Zeit mehr als O() Daten im Speicher eines einzelnen Prozessors befinden, ist dieser Ansatz
zu kritisieren. Die berichteten Speedup-Werte sind gleichzeitig nicht so gut, daf8 die beschriebene

Schwiche wettgemacht wiirde.

2.3.4 Teile und herrsche

Der einzige deterministische Algorithmus, der im Kontext des CGM-Modells zur Berechnung
des planaren Voronoi-Diagramms (bzw. Delaunay-Triangulation) publiziert worden ist, stammt
von Diallo et al. [28]. Sie beschreiben ein Teile-und-herrsche-Verfahren, das beim Mischen zwei-
er Voronoi-Diagramme Vor(P) und Vor(Q) O(1) Kommunikationsaufrufe und O("l;#) lokale
Berechnungsschritte verwendet. Dabei werden die Kanten des Teildiagramms Vor(P) mit Hilfe
planarer Multi-Punktlokalisierung in drei Mengen aufgeteilt: Kanten in PQ haben einen ihrer
Endpunkte ndher an P und einen nidher an Q. Die Kanten von PP und QQ haben beide Endpunk-
te ndher an der jeweiligen Menge. Fiir jede der drei Mengen wird dann bestimmt, welche ihrer
Kanten die Kette von Voronoi-Kanten schneidet, die in Vor(P U Q) zwischen P und Q liegen mu£.
Kanten, die die Kette schneiden, werden entsprechend gekiirzt. Zur Bestimmung der Kanten der
Kette sortiert man die neu gefundenen Endpunkte global. Das Verfahren wird fiir Vor(Q) analog
wiederholt. Die nun berechneten Kanten bilden Vor(P U Q) und werden auf die p Prozessoren ver-
teilt. Wendet man dieses Mischverfahren in einem Teile-und-herrsche-Algorithmus an, ergeben
sich O(log p) Misch- und Kommunikationsrunden und daher O(n log?® n/p) lokale Berechnungs-
schritte. Letzteres ist nicht optimal, so dafl weiterhin ein deterministischer CGM-Algorithmus
mit optimaler lokaler Berechnung gefunden werden mufi, um die vorgestellten randomisierten

zu verbessern.

2.3.5 Parallele Zerlegung mit Dreieckspfaden

Cignoni et al. beschreiben in ihrem bereits erwédhnten Artikel [22] zudem eine parallele Version ih-

res seriellen Zerlegungsalgorithmus (siehe Abschnitt 2.2.6 dieser Arbeit). Das parallele Verfahren
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ladt dabei die gesamte Eingabe und den seriellen Zerlegungsalgorithmus in den Speicher jedes
der p Prozessoren.

Stellt man sich den Ablauf des seriellen Algorithmus als (Rekursions)Baum T vor, verlauft
der parallele Algorithmus nun folgendermafien: Der Knoten v;, auf der Ebene log, p von T wird
Prozessor pj, zugeordnet und py, fithrt dann die algorithmischen Schritte des Baumpfades von der
Waurzel zu vy, sowie alle Schritte des Teilbaums unter v;, aus. Auf diese Weise wird der gesam-
te Baum abgearbeitet, allerdings wird echte Parallelitdt erst ab Ebene log, p erreicht. Zwar wird
verhindert, daff Delaunay-Kanten auf mehreren Prozessoren gespeichert werden, hinsichtlich der
ausgefiihrten Operationen im Gesamtsystem ist dieser Ansatz aber nicht optimal. Aufierdem ist
wie bei der Parallelisierung des inkrementellen Verfahrens durch dieselben Autoren [22] die p-

fache Replikation der Eingabe zu beméngeln.

2.3.6 Parallele Zerlegung durch Transformation

In einem sehr ausfiihrlichen Artikel [15] beschreiben Blelloch et al. einen PRAM-Algorithmus,
seine Analyse sowie experimentelle Daten zu seiner praktischen Umsetzung. Der Algorithmus,
dessen Details in Kapitel 3 dargestellt werden, benutzt eine geometrische Transformation und
dabei prinzipiell auch die Dualitét der Delaunay-Triangulation in R? zur konvexen Hiille in R3.

Die Verteilung der Eingabe auf die p Prozessoren wird bei diesem Verfahren so gelost, daf3
Delaunay-Pfade als Grenzen zwischen den einzelnen Prozessorbereichen berechnet werden. In-
nerhalb dieser Grenzen bestimmt jeder Prozessor fiir den ihm zugewiesenen Bereich mit O(%)
Punkten die lokale Delaunay-Triangulation. Da die Grenzpfade korrekte Teile der globalen Lo-
sung sind, hat man diese danach bereits vollstindig berechnet. Die Hauptschwierigkeit besteht
daher in der Berechnung der genannten Grenzpfade.

Hierbei kann man sich wieder des Dualitdtsprinzips bedienen. Zunéchst transformiert man
die Eingabe S zu S’ auf den Paraboloiden in R? mit dem Median des betrachteten Abschnitts
als Pol wie in und nach Satz 2.5 beschrieben. Um einen senkrechten Delaunay-Pfad in der Ebene
zu bestimmen, projiziert man danach S’ in die y-z-Ebene zu S” und berechnet dann die untere
konvexe Hiille von S”. Die Punkte und Adjazenzbeziehungen zwischen ihnen ergeben riicktrans-
formiert in die x-y-Ebene einen vertikalen Delaunay-Pfad durch den Pol des Paraboloiden (siehe
Satz 3.10). Im Hinblick auf die Effizienz dieser Vorgehensweise sollte erwahnt werden, daf8 S”
sich direkt aus S berechnen 1468t, der Zwischenschritt tiber S’ ist nur gedanklicher Natur.

Die lokale Berechnung der Teillosung innerhalb der Grenzpfade wird von Blelloch et al. auf
ganz dhnliche Weise weitergefiihrt. Der betrachtete Abschnitt eines Prozessors wird seriell in der
Mitte durch einen neu berechneten Grenzpfad in zwei Teilabschnitte geteilt. Dieses Verfahren
wird rekursiv so lange fortgesetzt, bis alle Abschnitte in ihrem Innern keine Punkte der Eingabe
mehr enthalten. Die Delaunay-Kanten innerhalb der iibriggebliebenen Polygone werden rekur-
siv durch Bestimmung einer Delaunay-Kante (unter Benutzung einer Dualitdtseigenschaft) und
Aufteilung des Polygons in zwei neue bestimmt.

Das Verfahren der Aufteilung der Eingabe auf die Prozessoren wird auch im Algorithmus von
Lee et al. [52] verwendet, deren Arbeit auf einen fritheren Artikel von Blelloch et al. zu diesem

Thema verweist. Jedoch wird zur Bestimmung der lokalen Delaunay-Triangulation der inkremen-
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telle Algorithmus von Cignoni et al. [22] aus Abschnitt 2.2.2 verwendet.

Blelloch et al. geben bei ihrer Analyse an, dafl ihr Algorithmus auf einer CREW-PRAM
O(log® n) Zeit und O(nlog n) Work benétigt [15, S. 252]. Lee et al. verzichten auf eine theoretische
Analyse - ihr Verfahren ist durch die Benutzung des Algorithmus von Cignoni et al. theoretisch
nicht optimal.

Grundsatzlich 146t sich feststellen, dafd der in den beiden genannten Artikeln gewdhlte Ansatz
zur Aufteilung der Eingabe auf die Prozessoren in zweifacher Hinsicht attraktiv ist. Zum einen
148t er sich relativ leicht implementieren, weil die verwendeten Algorithmen zu den Grundlagen
der Algorithmischen Geometrie gehoren, so daf3 die Hauptschwierigkeit in der Parallelisierung
liegt. Zum anderen lassen die Experimente der beiden Originalarbeiten auf eine gute Effizienz
einer parallelen Implementierung schliefien. Theoretisch l4ft sich dies daran festmachen, dafs die
Teillosungen nicht kommunikationsintensiv gemischt werden miissen. Die Hauptaufgabe beim
parallelen Entwurf dieses Algorithmus besteht daher in der effizienten Bestimmung der Grenz-
pfade hinsichtlich der lokalen Berechnung und besonders beziiglich der Kommunikation zwi-

schen den Prozessoren.

2.3.7 Fazit

Der Trend in der Parallelverarbeitung zu Rechnerarchitekturen mit grobkorniger Parallelitét
macht auch vor geometrischen Algorithmen nicht Halt. Dies wird durch die Entwicklung einer
Reihe von grobkornigen algorithmischen Lésungen fiir geometrische Probleme in den letzten Jah-
ren belegt. Aus theoretischer Sicht sind die bisherigen Ergebnisse nicht befriedigend, weil es fiir
die Berechnung der planaren Delaunay-Triangulation (bzw. des Voronoi-Diagramms) noch kei-
nen deterministischen parallelen Algorithmus gibt, der im Kontext eines grobkornigen Modells
(BSP oder CGM) entworfen worden ist und eine optimale lokale Laufzeit aufweist. Das ndchste
Kapitel widmet sich daher der Frage, wie man aus dem Zerlegungsalgorithmus von Blelloch et
al., dessen Praxistauglichkeit auf grobkornigen Rechnern in den zitierten Arbeiten gezeigt wur-
de, einen Algorithmus fiir das BSP- bzw. CGM-Modell entwerfen kann, der die oben genannten
Kriterien erfiillt, ein einfaches Kommunikationsschema mit wenigen Sende- und Empfangsope-

rationen hat und fiir méglichst kleine Werte  effizient ist.



Kapitel 3

Varianten des parallelen

Zerlegungsalgorithmus

Im vorigen Kapitel ist das Zerlegungsprinzip als gute Basis fiir einen parallelen CGM- oder BSP-
Algorithmus zur Berechnung der planaren Delaunay-Triangulation identifiziert worden. In die-
sem Kapitel werden zu diesem Verfahren die geometrischen Grundlagen erldutert, der Algorith-
mus detaillierter vorgestellt und in drei Varianten ausfiihrlich im CGM-Modell analysiert, wovon
eine Variante niedrige Kommunikationskosten und optimale lokale Berechnungskomplexitit auf-
weist. Zusatzlich werden die Umsetzung in zwei parallele Programme geschildert und die expe-

rimentell erzielten Laufzeiten bewertet.

3.1 Grundlagen der Zerlegungsmethode

Der parallele Algorithmus von Blelloch et al. [15], der eine Punkttransformation von der x-y-
Ebene in die x-z-Ebene benutzt, ist bereits in Abschnitt 2.3.6 ansatzweise erldutert worden. An
dieser Stelle werden nun zum genauen Verstdndnis die geometrischen Grundlagen dieses Ver-

fahrens gelegt.

Bemerkung 3.1 Die Begriffe Rand(CH(S)) und CH(S) werden in diesem Kapitel synonym verwendet.
Wird zur Vereinfachung der Schreibweise gesagt, dafs eine Kante e Teil der konvexen Hiille einer Punkt-
menge S ist, so sei damit ausgedriickt, dafl die beiden Endpunkte von e Nachbarpunkte auf der konvexen
Hiille von S sind.

Hinweis 3.2 Fiir die Aussagen dieses Abschnitts wird grundsitzlich allgemeine Lage vorausgesetzt, ins-
besondere sind keine drei Punkte kollinear und die Koordinaten der Punkte einer Punktmenge eindeutig,
weil dann auch ihre Transformationsbilder eindeutig sind. (Genau genommen gentigt bei der Verwendung

vertikaler Grenzpfade die Eindeutigkeit der y-Koordinaten, bei horizontalen der x-Koordinaten).

Definition 3.3 Sei S C R? eine Punktmenge der euklidischen Ebene und sei CH(S) die konvexe Hiille

von S. Dann ist

45
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o die untere konvexe Hiille von S - bezeichnet als LowerCH(S) - definiert als der Teil von CH(S), der

vom Punkt (0, —oo) aus sichtbar ist.

o die obere konvexe Hiille von S - bezeichnet als UpperCH(S) - definiert als der Teil von CH(S), der

vom Punkt (0, o) aus sichtbar ist.

Definition 3.4 Ein Punkt p = (p1, p2) liegt unterhalb (bzw. oberhalb) einer nicht senkrechten Gerade
8(x) = ax+b genau dann, wenn g(p1) > p2 (bzw. g(p1) < p2) gilt, d. h. am x-Wert p, hat g einen grifieren
(bzw. kleineren) y-Wert als p.

Lemma 3.5 Eine Kante e = pq ist genau dann Teil der unteren konvexen Hiille von S, wenn kein Punkt

aus S unter der (wegen Koordinateneindeutigkeit nicht senkrechten) Gerade g. durch e liegt.

Beweis: ” = 7: Sei e C LowerCH (S). Angenommen, es gébe ein p’ € S unter g., der Gerade durch
e. Dann kann nicht e C LowerC H (S) gelten, weil p’ zumindest einen Teil von pg von (0, —c0) aus
gesehen verdeckt. Dies ist ein Widerspruch.

7 <« 7: Es liege kein Punkt aus S unter g., der Gerade durch e. Wegen der allgemeinen Lage
liegt kein weiterer Punkt aus S auf e, und e ist nicht senkrecht. Weil kein Punkt aus S in der unteren
Halbebene H_ unter (und exklusive) g. liegt, wird e vom Punkt (0, —oo) vollstindig gesehen und

ist daher Teil der unteren konvexen Hiille von S. O
Lemma 3.6 LowerCH(S, U S3) = LowerCH(LowerCH(S,) U LowerCH(S5)).

Beweis: Sei fiir beide Teilbeweise L := LowerCH(S1) U LowerC H(S3) sowie g. die Gerade durch
die Kante e.

7 C 7: Sei Kante e = pg C LowerCH(S1 U S2). Dann gibt es keinen Punkt p’ € S; U Sy (und
damit weder in S; noch in S5), der unter g, liegt.

1.Fall, e C S; Ve C Sy: Dann gilt e C LowerCH(S1) Ve C LowerCH(S3) und daher e C L.
Weil kein Punkt aus L unter g, liegt, gilt e C LowerCH(L).

2. Fall, e = pg mit 0. B. d. A. p € 51, ¢ € Sa: Angenommen, p ¢ LowerCH(S1) oder ¢ ¢
LowerCH (S5)). Dann gibt es einen Punkt aus S; oder S, unter pg, so da8 pg  LowerCH(S1US3)
gelten muf. Dies ist ein Widerspruch, somit folgen e C L und e C LowerCH(L).

Dies zeigt LowerCH (S U S3) C LowerCH(L).

7 D 7:SeiKante e C LowerCH(L). Dann existiert kein Punkt aus L, der unter g. liegt. Folglich
gibt es keinen Punkt aus LowerCH (S1) und keinen Punkt aus LowerC H (S;) unter g. und damit
weder aus S; noch aus Sy. Da aulerdem e C S; U S, gilt, folgt e C LowerCH(S1 U S2) und somit
LowerCH (L) C LowerCH (S, U Ss). O

Das Lemma gilt im Ubrigen auch fiir die gesamte konvexe Hiille, das heift CH(S; U Sp) =
CH(CH(S1) UCH(S3) (s. Preparata und Shamos [59, S. 115], ohne Beweis).

Lemma 3.7 Sei S C R? und seien S’ := {(x,y, 2> +y?) | (z,y) € S} sowie S” := {(y, 2> +y?) | (x,y) €
S} Transformationen von S in den Raum bzw. in die y-z-Ebene. Dann gilt: Jede Kante €' der unteren

konvexen Hiille von S” entspricht genau einer projizierten Kante e’ der unteren konvexen Hiille von S'.
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Beweis: Sei e” C LowerCH(S”). Die obere Halbebene durch e” beinhaltet dann alle Punkte aus
5”. Aufgrund der Transformationsvorschrift (S” ist die Projektion von S’ in die y-z-Ebene) folgt
dann, daf3 der obere Halbraum durch €’, der orthogonal auf der y-z-Ebene steht, alle Punkte aus
S’ enthilt. Also gilt: e* C LowerCH(S"). O

Die Umkehrung des Lemmas gilt nicht, da nicht jede Kante der dreidimensionalen unteren
konvexen Hiille nach der Projektion in die y-z-Ebene auch dort Teil der unteren konvexen Hiille

sein muf.

Definition 3.8 Ein Pfad ist ein kreisfreier, zusammenhingender Teilgraph eines Graphen, in dem jeder

Knoten den Grad 1 oder 2 hat. Ein Delaunay-Pfad ist ein Pfad in einer Delaunay-Triangulation.

Folgerung 3.9 Die Kanten von LowerC H (S") bilden riicktransformiert einen Delaunay-Pfad von S in

der x-y-Ebene.

Beweis: Von Satz 2.5 kennen wir die Dualitit der unteren konvexen Hiille im Raum mit der pla-
naren Delaunay-Triangulation. Da die Kanten von LowerCH(S") ihre Entsprechung in Kanten
von LowerCH (S") finden, ergeben sie riicktransformiert in die x-y-Ebene Delaunay-Kanten. Man
muf$ also nur noch zeigen, daf sie einen Pfad bilden.

Offensichtlich bildet die untere konvexe Hiille von S” in der y-z-Ebene einen Pfad. Riick-
transformiert man deren Punkte und Kanten in den Raum, ergeben sich eindeutige Punkte der
dreidimensionalen konvexen Hiille, weil Koordinateneindeutigkeit vorausgesetzt ist. Damit sind
auch die sie verbindenden Kanten eindeutig und bilden einen Pfad, weil LowerCH(S") einen
Pfad zwischen den korrespondierenden Punkten bildet. Aufgrund der Dualitét gilt diese Aussa-

ge dann auch fiir die x-y-Ebene. O

Satz 3.10 Sei S C R* undsei S” = {(p,—qy, |p—ql|*) | p € S} mit festem q € S. Dann gilt: Die Kanten
e’ C LowerCH (P") bilden riicktransformiert in die x-y-Ebene einen Delaunay-Pfad, dessen erster Punkt
Teil der LowerCH(S) ist, durch q verliuft und dessen letzter Punkt Teil der UpperCH(S) ist.

Beweis: Die zu S und S” korrespondierende Transformation in den Raumist " := {((py — ¢z, Py —
4y, |Ip — ql|?) | p € S}. Der Paraboloid, auf dem die Punkte von S’ liegen, hat seinen Pol in ¢ € S
bzw. ¢’ € S’. Somit ist ¢’ € S” als unterster Punkt von S” Teil der konvexen Hiille von S’ und
daher geht der Pfad in S durch g. Es gentigt nun zu zeigen, daf8 Start- und Endpunkt des Pfades
auf der unteren bzw. oberen konvexen Hiille von S liegen.

Seien p}’ und p;’ der linkeste bzw. der rechteste Punkt der unteren konvexen Hiille von S”.
Nach Definition der unteren konvexen Hiille stellen sie dann auch das jeweilige Pfadende der
unteren konvexen Hiille dar. Die beiden korrespondierenden Punkte p; € S und p, € S sind
somit ebenfalls Pfadenden und haben nun den hochsten negativen bzw. den hochsten positiven y-
Abstand aller Punkte aus S zu ¢. Sie miissen daher das y-Minimum bzw. y-Maximum der Punkte

aus .S und folglich Elemente der unteren bzw. oberen konvexen Hiille von S sein. O

Das Verfahren 14£3t sich natiirlich auch mit horizontalen Delaunay-Pfaden durchfiihren. Dazu

mufd man die Transformationsvorschrift nur leicht abandern und die Punkte vom Paraboloiden
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nicht in die y-z-Ebene, sondern in die x-z-Ebene projizieren. S” sieht dann so aus: S” := {(p, —
4z, |Ip — q||?) | p € S} fiir festes g € S.

Eine Folgerung aus dem obigen Satz besteht darin, dafl ein Delaunay-Pfad H die Eingabe S
tatsidchlich in drei Bereiche teilt, einen links des Pfades, einen rechts des Pfades und H selbst.
Blelloch et al. zeigen in ihrem Artikel [15] mit dem folgenden Lemma, daf3 sich fiir jeden Punkt

aus S\{p' | p’ € H} sehr einfach bestimmen 148t, ob er links oder rechts von H liegt:

Lemma 3.11 (Blelloch et al. [15, S. 250f.]) Sei H ein vertikaler Delaunay-Pfad durch den Punkt p € S
und sei L eine senkrechte Gerade durch p. Dann gibt es keinen Punkt in S, der links (bzw. rechts) der
Geraden L liegt, aber rechts (bzw. links) des Pfades H.

Folgerung 3.12 Zur Berechnung des Delaunay-Pfades geniigt es, die Punktmenge P in zwei Mengen L
(Punkte links des Medians) und R (Median und Punkte rechts von ihm) zu zerlegen und den Delaunay-
Pfad H so zu berechnen: H" := LowerCH (LowerCH (L") U LowerCH(R')) sowie anschliefiende
Riicktransformation von H" zu H. Dabei ergeben sich L' und R" aus der bekannten Transformation der

Punkte in die y-z-Ebene.

Beweis: Nach Lemma 3.6 folgt: H” = LowerCH(L" UR") = LowerCH(S"). Nach Satz 3.10 ist der
riicktransformierte Pfad H in der Tat der gew{iinschte Delaunay-Pfad durch den Median. O

Diese Ergebnisse lassen sich nun als Algorithmus formulieren. Der nédchste Abschnitt zeigt
dazu zunichst die serielle Vorgehensweise, die auf dem PRAM-Algorithmus von Blelloch et al.
[15] basiert, und eine wesentliche Rolle bei der Umsetzung in ein Verfahren fiir grobkornige Par-

allelrechner spielt.

3.2 Serieller und paralleler Algorithmus

Mit den Erkenntnissen des vorigen Abschnitts ist es relativ leicht, einen seriellen Zerlegungs-
algorithmus zur Bestimmung der planaren Delaunay-Triangulation zu entwerfen. Man teilt die
Eingabe dazu durch einen Delaunay-Pfad in zwei Teile und fiihrt dies rekursiv so lange fort, bis
es keinen Punkt mehr gibt, der nicht auf einem Pfad liegt. Ubrig bleiben dann nur noch Polygone,

die man auf verschiedene Arten Delaunay-triangulieren kann.

Definition 3.13 Sei S C R? eine Punktmenge der euklidischen Ebene und sei C H(S) die konvexe Hiille

von S. Dann ist

o die linke konvexe Hiille von S - bezeichnet als LeftCH(S) - definiert als der Teil von C H(S), der vom

Punkt (—o0, 0) aus sichtbar ist.

o die rechte konvexe Hiille von S - bezeichnet als RightCH(S) - definiert als der Teil von CH (S), der

vom Punkt (0o, 0) aus sichtbar ist.
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Algorithmus 3.14 Serielle Delaunay-Triangulation: DT (Links, Rechts, Innen)
Eingabe:

o Links bzw. Rechts: Delaunay-Pfad, der den aktuellen Bereich links bzw. rechts beschréankt.

o Innen: Punkte aus S, die zwischen Left und Right liegen, und geméfs ihrer y-Koordinate

aufsteigend sortiert sind.

Ausgabe: Delaunay-Triangulation von S in einer geeigneten Datenstruktur gespeichert.

Erster Aufruf: Delaunay (LeftCH(S), RightCH(S), Sort,(S\(LeftCH(S) U RightCH(S))).

1. Falls (Innen = @), dann Delaunay-trianguliere die tibriggebliebenen Polygone. Nutze dazu
das Verfahren end_game von Blelloch et al. [15, S. 255] oder den Algorithmus von Chin und
Wang [21]. RETURN.

2. Bestimme den x-Median m von Innen mit einem schnellen deterministischen Median-

Algorithmus.
3. Berechne die Transformation Innen” := {(p, — my, ||[p — m||*)|p € Innen}.
4. Berechne DPfad’ := LowerCH (Innen'). Berechne DP fad durch Ricktransformation

von DPfad” in die x-y-Ebene. Die Kanten von DP fad bilden einen Delaunay-Pfad von
LowerC H (Innen) tiber m bis UpperC H (Innen).

5. Erstelle die beiden neuen Teilprobleme LinksInnen und RechtsInnen, die diejenigen Punk-

te aus Innen enthalten, die links bzw. rechts von DP fad liegen.

6. RETURN Delaunay(Links, DP fad, LinksInnen) U Delaunay(DP fad, Rechts, RechtsInnen)

Analyse

Der Algorithmus arbeitet korrekt, denn die konvexe Hiille von S wird so lange durch Delaunay-
Pfade rekursiv zerlegt, bis nur noch Polygone ohne innere Punkte tibrigbleiben und diese durch
korrekte Teilprogramme Delaunay-trianguliert werden. Weil jeder Pfad durch den Median m ver-
lauft und sich die Punkte nach Lemma 3.11 an der Geraden durch m aufteilen, beinhalten Links-
Innen und RechtsInnen jeweils hochstens halb so viele Punkte wie Innen. Das Verfahren bricht
also nach logarithmisch vielen Schritten in Bezug auf die Eingabegrofse ab.

Wird Schritt 1 ausgefiihrt, so berechnet er alle Delaunay-Kanten zwischen Links und Rechts.
Das Verfahren end_game benétigt logarithmisch viele Rekursionsschritte und pro Schritt lineare
Zeit, schneller ist sogar der Algorithmus von Chin und Wang [21], der die beschrankte Delaunay-
Triangulation eines einfachen Polygons in Linearzeit berechnet. Die Schritte 2-5, die in jedem
Rekursionsschritt aufler dem letzten durchgefiihrt werden, benétigen alle lineare Zeit. Dies gilt
auch fiir die Bestimmung der unteren konvexen Hiille in Schritt 4, weil die Daten dort vorsortiert

sind.
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Die Zeitkomplexitit des Algorithmus berechnet sich demnach folgendermafien:
T(n) = 2T(g) +0(n) = O(nlogn)

Rechnet man noch die Kosten fiir das Sortieren und das Bestimmen der linken und rechten
konvexen Hiille von S hinzu (jeweils O(nlogn) oder besser), gilt diese obere Schranke auch fiir

das Gesamtproblem ohne die vereinfachenden Annahmen beziiglich der Eingabe.

Die parallele Version des obigen Algorithmus ist ohne grundlegende Verdnderung in der Dar-
stellung von Blelloch et al. [15, S. 249] fiir das PRAM-Modell konzipiert und analysiert worden
und von Lee et al. [52, S. 344ff.] folgendermafien fiir eine grobkoérnige Umgebung umformuliert

worden:

Algorithmus 3.15 Parallele Delaunay-Triangulation (S)

Eingabe: Menge S von n Punkten in der Ebene, verteilt gespeichert auf p Prozessoren, so dafs
jeder Prozessor O() Punkte speichert.
Ausgabe: Delaunay-Triangulation von S, verteilt gespeichert auf p Prozessoren, jeder Prozessor

speichert jeweils O(2) Punkte und Kanten von DT(S).

p

1. Zerlege die Eingabemenge P in p Teilregionen und weise jede Teilregion genau einem
Prozessor zu. Die Zerlegung kann folgendermaflen vorgenommen werden: Bestimme die
p-1 Punkte ¢;, die die [7i]-groften Punkte entlang der x-Achse sind. Konstruiere einen
Delaunay-Pfad durch jedes ¢;, indem alle Punkte auf den Paraboloiden mit Pol ¢; transfor-
miert, dann in die y-z-Ebene projiziert werden und schliefllich davon die untere konvexe
Hiille gebildet wird. Die Transformation berechnet sich wie folgt: S* = {(p, — ¢, llp —
¢?) | p € S}, d.h. der neue x-Wert ist der y-Abstand des Punktes zu g;, der neue y-Wert der
quadrierte euklidische Abstand.

2. Jeder Prozessor bildet die lokale Delaunay-Triangulation mit einem (schnellen) seriellen Al-

gorithmus.

3. Das Mischen der Teilergebnisse besteht lediglich aus dem Loschen der Kanten des linken
(oder rechten) Trennpfades auf jedem Prozessor, um Mehrfachspeicherungen von Kanten

zu verhindern.

Die Aufteilung der Eingabemenge S auf die einzelnen Prozessoren wird hier durch die Berech-
nung von p-1 vertikalen Delaunay-Pfaden als Begrenzungen der p Bereiche gelost. Wie diese
Pfade ganz genau berechnet werden, machen Lee et al. [52] in ihrem Artikel nicht deutlich. In
den einzelnen Prozessorbereichen zwischen den Grenzpfaden wird zur Berechnung der lokalen
Delaunay-Triangulation der theoretisch nicht optimale inkrementelle Algorithmus von Cignoni

et al. [22] verwendet.

Blelloch et al. [15] beschreiben ihren Algorithmus zwar sehr ausfiihrlich, die konkrete Umset-

zung des PRAM-Pseudocodes in ein paralleles Programm wird allerdings nicht erldutert. Ebenso



KAPITEL 3. VARIANTEN DES PARALLELEN ZERLEGUNGSALGORITHMUS 51

geben Lee et al. [52] nur das allgemeine Verfahren an; wie die Umsetzung erfolgte, wird nicht
prézisiert. Daher bleibt die Frage offen, wie genau die Grenzpfade berechnet werden, insbeson-
dere das Kommunikationsschema spielt im grobkornigen Fall die entscheidende Rolle fiir eine
gute parallele Effizienz. Im nichsten Schritt werden deshalb die dafiir in Frage kommenden Me-

thoden untersucht und die resultierenden Algorithmen detailliert erldutert.

3.3 Zwei Varianten des parallelen Algorithmus

Fiir die Entwicklung eines Kommunikationsschemas zur Berechnung der Grenzpfade ist die Be-
obachtung, dafy zunichst grundsatzlich alle Punkte aus S ihren Beitrag zu einem Grenzpfad lei-
sten konnten, sehr wichtig. Ohne zusétzliches Wissen muff man daher alle Punkte transformie-
ren und die untere konvexe Hiille der transformierten Punkte bestimmen, um einen korrekten
Grenzpfad zu berechnen. Andererseits weifs man, dafl Punkte, die links (bzw. rechts) von einem
Grenzpfad liegen, keinen Einflufs mehr auf den Bereich rechts (bzw. links) des Grenzpfades haben
konnen. Dies ist leicht einzusehen, da es sich bei dem Grenzpfad um korrekte Delaunay-Kanten
handelt, Kanten einer Triangulation sich nicht tiberschneiden diirfen und der Grenzpfad von der
unteren zur oberen konvexen Hiille verlduft. Eine Delaunay-Kante, die einen Punkt links des
Grenzpfades mit einem Punkt rechts des Grenzpfades verbindet, ist daher ausgeschlossen. Hat
man einen Grenzpfad korrekt bestimmt, braucht man dann fiir die Berechnung der nichsten Pfa-
de nur noch einen Teil der Punkte in Betracht zu ziehen.

Dieses Prinzip macht sich das Top-down-Schema zunutze. Nachdem der mittlere Pfad von al-
len Prozessoren berechnet worden ist, werden die Eingabe und die Prozessoren in zwei Teile links
bzw. rechts des berechneten Grenzpfades geteilt. Dieses Verfahren wird rekursiv fortgesetzt, bis
alle p-1 Grenzpfade bestimmt sind. Das Schema Sende-an-alle hingegen berechnet alle Grenzen
mit allen Prozessoren. Nattirlich ist dieses Verfahren im Hinblick auf die Anzahl aller im System
durchgefiihrten Operationen nicht optimal. Es soll aber geklidrt werden, ob die Art des Versende-
vorgangs Vorteile mit sich bringt.

In den folgenden Abschnitten werden die Schemata detailliert algorithmisch formuliert und
analysiert. Zur Beurteilung der Verfahren in einer grobkornigen parallelen Umgebung findet die
Analyse im Kontext des CGM-Modells statt. Die praktische Umsetzung der beiden Varianten in
parallele Programme fiir grobkornige Parallelrechner sowie experimentelle Daten sind Thema

von Kapitel 3.4.

3.3.1 Das Kommunikationsschema Top-down

Zur Berechnung der Grenzpfade und der damit einhergehenden rekursiven Aufteilung der Ein-
gabe und der Prozessorgruppen bietet sich ganz offensichtlich eine Top-down-Methode an. Die
Bezeichnung ist an den Durchlauf eines Bearbeitungsbaumes von der Wurzel zu den Bléttern
(top-down) angelehnt. Zunéchst verteilt man die Eingabe abschnittsweise und gleichméflig auf
die Prozessoren. Die Wurzel des bindren Bearbeitungsbaumes reprasentiert dann die gesamten
Prozessoren und die auf ihnen gespeicherten Eingabedaten (siehe Abbildung 3.1). Nach der Be-

rechnung des Grenzpfades durch den Median des aktuellen Bereichs teilt man die Prozessorgrup-
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pe und somit auch die Eingabe mittig in zwei Halften, repréasentiert durch die beiden Séhne der
Waurzel. Dieses rekursive Verfahren bricht ab, wenn die Baumebene log p erreicht ist, in der jeder
Prozessor einem Baumknoten entspricht. Der zu diesem Knoten korrespondierende Prozessor
berechnet dann die lokale Delaunay-Triangulation fiir diesen Abschnitt innerhalb der vollstindig

bestimmten Grenzpfade.

b B 9 (e
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Abbildung 3.1: Prinzip der Eingabeaufteilung anhand eines Bearbeitungsbaumes

In einem Knoten des Bearbeitungsbaumes werden daher der Grenzpunkt, das ist der x-Median
der zum Knoten korrespondierenden Teilmenge von S, und die Grenzprozessoren gespeichert.
Grenzprozessoren eines Knotens sind die beiden Prozessoren, auf deren Bereichsgrenze der
Grenzpunkt liegt, ndmlich der rechteste Prozessor im linken Teilbaum und der linkeste Prozessor
im rechten Teilbaum des aktuellen Knotens (s. Abbildung 3.2). Die dritte gespeicherte Informa-
tion ist die gesamte Prozessorengruppe, die zur Bestimmung eines Grenzpfades benotigt wird.

Nach Bearbeitung eines Knotens ist der Grenzpfad des Bereichs korrekt bestimmt.
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Abbildung 3.2: Jeweilige Grenzprozessoren der Baumknoten

Ziel des Entwurfs sollte es sein, das gegebene Problem in O(log p) Supersteps und Kommu-
nikationsrunden bei theoretisch optimaler Berechnungskomplexitit von O("“’#) und moglichst
niedrigem Effizienzquotienten zu losen. Die logarithmische Zahl der Schritte ergibt sich direkt

aus der Traversierung eines Baumpfades von der Wurzel zu einem Blatt.
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Algorithmus 3.16 Deterministische parallele Berechnung der Delaunay-Triangulation einer planaren

Punktmenge

Eingabe: CGM(n, p) mit > > p*log® p, eine Menge S von n Punkten in der Ebene gleichmifig

auf p = 2¥ k € N Prozessoren verteilt sowie die eigene Prozessornummer jmit 0 < j < p — 1.

Ausgabe: Delaunay-Triangulation DT(S), verteilt gespeichert auf den p Prozessoren, so dafs je-

der Prozessor O(£) Knoten und Kanten von DT(S) speichert.

1.

»
Die Eingabemenge S wird parallel in p Abschnitte .S; (0 < ¢ < p — 1) zerlegt. Dabei gilt: Vi €
{1, ..., p— 1} : ming{S;} > max,{S;_1}, d. h. S wird in p x-disjunkte Intervalle aufgeteilt.
Abschnitt S; und die darin enthaltenen Punkte werden dann Prozessor p; zugewiesen. Falls

erforderlich, wird eine gleichméaflige Lastverteilung durchgefiihrt.

Jeder Prozessor p; versendet den Punkt m; € S; mit dem kleinsten x-Wert an alle anderen

Prozessoren.

. Jeder Prozessor sortiert mit einem schnellen sequentiellen Verfahren seine lokalen Punkte

aufsteigend geméfs der y-Koordinate.

Jeder Prozessor konstruiert seinen Pfad im Bearbeitungsbaum von der Wurzel bis zu seinem
Blatt auf Baumebene log p. So wird vorberechnet, wann bei der Ausfithrung der folgenden
Schleife welche Prozessoren Teil der aktuellen Prozessorgruppe bzw. deren Grenzprozesso-

ren sind und welcher Punkt Grenzpunkt ist.
FORi:=0TO (log p) - 1 DO

(a) Durch Abfrage im Pfad des Bearbeitungsbaumes werden die aktuelle Prozessorgrup-

pe, der aktuelle Grenzprozessor und der aktuelle Grenzpunkt m, bestimmt.

(b) Jeder Prozessor berechnet seinen lokalen Pfad beziiglich des aktuellen Grenzpunktes
mg, das heiflt er berechnet die Transformation S := {(p, — ma,, lp — ma|*[p € S},
LowerCH(S]) und die Riicktransformation der unteren konvexen Hiille von 7 in die
x-y-Ebene. Diese bildet einen lokalen (Delaunay-)Pfad Hj.

(c) Jeder Prozessor sendet seinen lokalen Pfad an den Grenzprozessor seiner Prozessor-
gruppe.

(d) Die Grenzprozessoren mischen die erhaltenen lokalen Pfade zu einem gemaéf3 y sortier-
ten Pseudopfad H,, und berechnen dann die obige Transformation fiir den Pseudopfad.
Durch die Bestimmung der unteren konvexen Hiille des transformierten Pseudopfades

H,J und die Riicktransformation in die x-y-Ebene wird der Gruppenpfad H, bestimmt.
(e) Die korrespondierenden Grenzprozessoren versenden aneinander ihren Gruppenpfad.

(f) Die Grenzprozessoren mischen den empfangenen fremden Gruppenpfad mit dem ei-
genen zum Mischpfad H,,. Durch erneute Transformation und Bestimmung der unte-
ren konvexen Hiille von H;, auf den Grenzprozessoren erhalten diese schliefslich den
korrekten Grenzpfad Hy bzw. Hy, als linke bzw. rechte Begrenzung der lokalen Einga-

be in der Ebene.
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(g) Vorbereitung auf neue Iteration: Die Prozessorgruppen werden jeweils in zwei Hélften
geteilt, im Bearbeitungsbaum wird auf Ebene i+1 abgestiegen und die neuen Punkte

von Hy bzw. Hr werden in S; unter Beibehaltung der Sortierung eingefiigt.

6. Jeder Prozessor berechnet lokal die Delaunay-Triangulation DT'(S;UHUHp) innerhalb der
berechneten Grenzpfade. Zur Vermeidung der mehrfachen Speicherung von Grenzpfad-
kanten 16scht jeder Prozessor die Kanten seines linken Grenzpfades; der nullte Prozessor

braucht dies nicht zu tun.

Analyse

Die Korrektheit des Algorithmus ergibt sich aus den geometrischen Grundlagen des Zerlegungs-
verfahrens. Es werden zur Berechnung eines Pfades alle Punkte herangezogen, die unter Umstan-
den einen Einfluf$ auf den Pfad haben kénnten. Nach dem letzten Schleifendurchlauf sind alle
Pfade auf korrekte Weise berechnet worden, sie bilden Teilmengen der vollstandigen Delaunay-
Triangulation. Die noch fehlenden Kanten werden durch den sequentiellen Algorithmus gefun-
den. Ggf. tiberfliissige Kanten werden entfernt, so daf$ eine korrekte globale, verteilt gespeicherte
Losung des Problems berechnet wird.

Im CGM-Modell wird vorausgesetzt, daff im lokalen Speicher jedes Prozessors zu keinem
Zeitpunkt mehr als O(7;) Daten enthalten sind. Diese Bedingung, die folglich auch fiir die Grofie
von h-Relationen bei der Kommunikation pro Superstep gilt, sollte daher auch fiir diesen Al-
gorithmus gelten. Problematisch kann dies im Schritt 5c und den darauf aufbauenden Schritten
werden, da dort ein Prozessor bis zu £ Pfade empfangt. Man muf$ sich daher die Frage stellen,
wie grof$ ein solcher Pfad H; werden kann.

Theoretisch kann er nattirlich eine Grofe von O(3) erreichen, denn in Ausnahmeféllen kon-
nen alle oder fast alle Punkte eines Prozessorabschnitts sehr nah an einer Grenze und dem ak-
tuellen Grenzpunkt liegen und daher Teil des Grenzpfades sein. Allerdings ist dies ein sehr un-
realistisches Szenario, denn im Normalfall liegen nur sehr wenige Punkte von S; wirklich auf
Hj, insbesondere dann, wenn p; kein Grenzprozessor ist. Dies wird auch von Blelloch et al. be-
richtet [15, S. 255], die selbst fiir sehr ungleichméflige Verteilungen eine typische Pfadgrofse von
etwa \/% angeben. Eigene Experimente zeigen, daf fiir gleichverteilte Punktmengen 2, /7 eine

ausreichend grof3 gewdéhlte obere Schranke fiir |H;| ist.

Hinweis 3.17 Es wird daher im folgenden von einem average-case-Szenario ausgegangen, in dem jedes
H; eine maximale GrofSe von O(\/%) hat, wenn von O(%) transformierten Punkten von S} die untere

konvexe Hiille gebildet wird.

In Schritt 5c werden unter dieser Annahme vom Grenzprozessor O(p, /%) = O(,/np) Daten emp-
fangen. In keinem anderen Schritt wird dieser Wert noch tiberschritten, so dafs dies als asympto-
tische Obergrenze fiir die Grofe aller h-Relationen angesehen wird. Dabei mufs (fiir n > p und

n,p € N) beachtet werden:

< (2)2.

1 2
S &P =
p’ P

n n
Vin < —snp < (-) e
p p

SRS
SRS
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Es ist spdter zu kldren, ob hierdurch die Wahl des Effizienzquotienten 3 eingeschrénkt ist.
Vorher sollen jedoch die einzelnen Schritte des Algorithmus hinsichtlich ihrer Berechnungs- und

Kommunikationskomplexitdt untersucht werden; wir stellen dazu folgendes fest:

Beobachtung 3.18 Ist eine Punktmenge S gemdfS y aufsteigend sortiert, so ist die Transformation von
S in die y-z-Ebene S" gemiif$ x aufsteigend sortiert, denn der x-Wert eines Punktes p” € S" berechnet
sich aus der Differenz des y-Wertes von p € S und einem fiir alle transformierten Punkte festen Wert.
Bilden diese y-Werte in S eine aufsteigend sortierte Folge, so mufS diese Sortierung auch fiir die x-Werte
fiir Punkte in S” gelten.

Es folgt nun die Bestimmung der Zeitkomplexitit der einzelnen Schritte des Algorithmus.

1. Dieser Schritt ist in O(1) Supersteps mit dem Algorithmus Parallel Sorting by Regular Samp-
ling (Abschnitt 1.3.2) durchfithrbar. Fir 3 > p? ist dieses Verfahren theoretisch optimal,

nlogn
P
werden hochstens O(%) Daten pro Schritt von einem Prozessor gesendet bzw. empfangen.

es benotigt O( ) lokale Berechnungsschritte und O(1) Kommunikationsrunden. Dabei
Wegen der nachfolgenden y-Sortierung ist die lokale Sortierung im letzten Schritt des Al-
gorithmus nicht notig, es ergibt sich aber durch das Auslassen keine asymptotische Ver-
dnderung der Laufzeiten. Dieser Algorithmus garantiert dariiber hinaus eine akzeptable
Lastverteilung; diese kann innerhalb von O(1) Kommunikationsrunden durch O(?;) lokale
Berechnungsschritte noch optimiert werden.

2. Da jeder Prozessor seinen Trennpunkt an p-1 andere Prozessoren versendet, werden O(p)

Daten gesendet und empfangen.
3. Lokales Sortieren erfordert O(} log 7) = O("l;’.#) Berechnungsschritte.

4. Der Baum hat eine Hohe von log p, und dies gilt daher auch fiir die Anzahl der Knoten auf
einem Pfad von der Wurzel zu einem Blatt. Jeder Knoten speichert lediglich die Prozessor-
gruppe, den Grenzprozessor der Gruppe und den Grenzpunkt, also insgesamt O(p) Daten

pro Knoten. Der Pfad ist daher in O(plog p) Schritten zu konstruieren.

5. Die Schleife durchlduft fiir jeden Prozessor seinen Pfad im Bearbeitungsbaum von der Wur-

zel zu einem Blatt und wird folglich O(log p)-mal ausgefiihrt.

(a) Das Auffinden des entsprechenden Knotens im Bearbeitungsbaum ist wegen des Pfad-
durchlaufs von der Wurzel zum Blatt durch einen Ebenenabstieg in konstanter Zeit

moglich. Die enthaltenen Daten konnen in O(p) Schritten ausgelesen werden.

(b) Der aktuelle Grenzpunkt ist nun bekannt, die Transformation der lokalen Punkte be-
notigt auf jedem Prozessor O(}) Berechnungsschritte. Da S; aufsteigend geméf8 y sor-
tiert ist, ist jedes S’ gemaf seiner x-Koordinate sortiert. Die Berechnung der konvexen
Hiille mit Grahams Scan hat daher eine Zeitkomplexitit von O(%). Die Riicktransfor-
mation erfordert O(|H,|) Schritte, deren Anzahl nach der Annahme in Hinweis 3.17
mit O(\/% ) nach oben abgeschitzt werden kann.

(c) Nach der oben getroffenen Annahme ist dieser Schritt mit einer h-Relation von O(p -

\/% ) = O(/np) durchfiihrbar.
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(d) Das Mischen der erhaltenen lokalen Pfade zu einem Pseudopfad kann folgendermafien
durchgefiihrt werden: In die Ergebnisfolge wird fortlaufend der kleinste noch nicht be-
trachtete Wert aller lokalen Pfade geschrieben. Das Finden dieses Minimums kann man
in der Zeit O(logp) erreichen, indem man eine Prioritditswarteschlange benutzt. Am
Anfang fligt man in sie die ersten Elemente der p Pfade ein. Dann 16scht man immer
das Minimum, fiigt den ndchsthoheren Wert desselben lokalen Pfades in die Prioritats-
warteschlange und das geloschte Minimum in den Pseudopfad ein. Da O(,/np) Ele-
mente in den Pseudopfad geschrieben werden, erfordert dieses Verfahren insgesamt
O(logp - \/np) Berechnungsschritte. Fiir welche Relationen von n und p dies effizient
realisierbar ist, wird in Satz 3.19 gezeigt. Die Berechnung des Gruppenpfades ist wegen

der y-Sortierung in O(,/np) Schritten moglich.
(e) Beim Austausch der Gruppenpfade werden O(,/np) Punkte an einen Nachbarprozes-

sor versendet.

(f) Das Mischen der beiden Gruppenpfade erfolgt in der Zeit O(,/np). Gleiches gilt fiir die
Bestimmung des endgiiltigen Grenzpfades durch Berechnung der Transformation, der

unteren konvexen Hiille und der Riicktransformation.

(g) Das Aufteilen der Prozessorgruppe in zwei Gruppen hat eine Zeitkomplexitdt von
O(p) und erfordert - je nach Implementierung - maximal das Versenden und Emp-
fangen von O(p) Nachrichten. Das Einfiigen der neuen Punkte des gerade berechneten

Pfades kann durch Mischen zweier sortierter Folgen in Linearzeit erfolgen.

6. Die Berechnung der lokalen Delaunay-Triangulation fiir S; innerhalb der Grenzpfade ist mit
einem schnellen sequentiellen Verfahren in O(%pg") Schritten losbar. Benutzt man einen
Algorithmus, nach dessen Ausfiihrung man noch Kanten, die aufierhalb der Grenzpfade
liegen, 16schen muf, ist dies in O(% - log(\/% )) Schritten durchfiihrbar, indem man fiir jede
Kante entscheidet, ob ihre beiden Endpunkte auf einem Grenzpfad liegen, die Kante selbst

aber aulerhalb des durch die Grenzpfade beschrdankten Abschnitts.

Satz 3.19 Unter der Voraussetzung, dafi |H,;| = O(\/%) Qilt, kann man mit diesem Algorithmus die
planare Delaunay-Triangulation einer Punktmenge in allgemeiner Lage auf einem grobkornigen Multi-
computer CGM(n, p) mit 7 > p? log? p mit optimaler lokaler Berechnungskomplexitiit von O(”l;#) bei
O(log p) Kommunikationsrunden und in gleich vielen Supersteps losen.

Beweis: Die dominierenden Komplexitdten sind O(”l(’%), O(plogp) und O(log p - \/np). Ersteres
ist die zu erzielende obere Grenze, es muf$ also nur gezeigt werden, daf$ auch die beiden anderen
Werte unter dieser Grenze bleiben. O(plogp) = O("l‘;#) gilt bereits, wenn p < 7 gilt. Wir setzen

aber sogar % > p?log?p voraus. Dies fithrt dann auch zu folgendem:

n log? p n n n
O(logp - /np) = O(logp - | — - p? - =O0(logp- | — - ———) =0(—
(o9 i) = Ollogp |2 12 1252) = Oftogp- [* - — 1) — o)

Da Schritt 5¢ Teil der Schleife ist, die O(log p)-mal ausgefiihrt wird, ist die Gesamtkomplexitat
des Schrittes nach oben beschrankt durch O(%) = O(%). Die tibrigen Aussagen beztiglich

Kommunikationsrunden, Supersteps und Korrektheit sind nach der Analyse offensichtlich. O
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Anhand des (im Vergleich zum grundsatzlich angestrebten Optimalwert) hohen Effizienzquo-
tienten von % > p? log? p wird bereits ein Nachteil dieses Verfahrens deutlich. Das Versenden der
lokalen Pfade von allen Prozessoren einer Gruppe an einen einzigen Prozessor kann sich zum
Flaschenhals entwickeln. Dartiiberhinaus findet Parallelitdt nur auf derselben Baumebene statt.
Zwischen jeder Ebene findet eine (dem Verfahren immanente) Synchronisierung statt, weil ein
Grenzpfad erst berechnet sein muf, bevor ein Prozessor seinen Beitrag zu einem anderen Grenz-
pfad korrekt bestimmen kann.

Es stellt sich daher die Frage, ob man durch die Wahl eines anderen Kommunikationsschemas
diese Probleme umgehen kann. Eine sehr einfache Alternative stellt das Schema Sende-an-alle dar,
bei dem jeder Prozessor seinen lokalen Pfad zu jedem der Grenzpunkte berechnet und an den
entsprechenden Prozessor versendet. Dieses Verfahren erfordert zwar deutlich mehr lokale Be-
rechnung, es konnte sich aber durch eine bessere Verteilung der Kommunikation als vorteilhaft

herausstellen und wird daher im nichsten Abschnitt untersucht.

3.3.2 Das Kommunikationsschema Sende-an-alle

Um auf Parallelrechnern mit grobkorniger Parallelitdt einen hohen Speedup zu erreichen, mufs
nicht unbedingt ein Algorithmus die beste Wahl sein, der bei seinen lokalen Berechnungen
asymptotisch optimal ist. Unter Umstdnden lohnt es sich, mehr lokale Berechnung als theore-
tisch optimal wire durchzufiihren, wenn dadurch die Kommunikation giinstiger gestaltet wer-
den kann. Diesen Ansatz verfolgt das Schema Sende-an-alle. Hierbei finden nur Punkt-zu-Punkt-
Kommunikationsaufrufe statt, so daf$ ein Flaschenhals wie beim Top-down-Verfahren nicht ohne

Weiteres entstehen kann.

Algorithmus 3.20 Deterministische parallele Berechnung der Delaunay-Triangulation einer planaren

Punktmenge

Eingabe: Menge S von n Punkten in der Ebene gleichmifig verteilt auf p Prozessoren einer

CGM(n, p) mit 2 > max{%, p2log? p} sowie die eigene Prozessornummer jmit 0 < j < p — 1.

Ausgabe: Delaunay-Triangulation DT(S), verteilt gespeichert auf den p Prozessoren.

Die ersten drei Schritte sind identisch zum Top-down-Verfahren:

1. Die Eingabemenge S wird parallel in p Abschnitte .S; (0 < ¢ < p — 1) zerlegt. Dabei gilt: Vi €
{1, ..., p— 1} : ming{S;} > max,{S;_1}, d. h. S wird in p x-disjunkte Intervalle aufgeteilt.
Abschnitt S; und die darin enthaltenen Punkte werden dann Prozessor p; zugewiesen. Falls

erforderlich, wird eine gleichméafige Lastverteilung durchgefiihrt.

2. Jeder Prozessor p; versendet den Punkt m; € S; mit dem kleinsten x-Wert an alle anderen

Prozessoren.

3. Jeder Prozessor sortiert mit einem schnellen sequentiellen Verfahren seine lokalen Punkte

aufsteigend gemaf3 der y-Koordinate.

4. FORi:=1TO p-1 DO
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10.

(a) IF (i ¢ {j,j + 1})THEN
i. Transformiere die lokalen Daten in die y-z-Ebene beziiglich Grenzpunkt m; zu
p—mil®|p € 9}

ii. Berechne LowerCH(S!"). Bilde die Riicktransformation und erhalte so H;’, den

"o .
S == {(py — mi,,

lokalen Pfad beztiglich m; von Prozessor j.

iii. Versende H;’ an Prozessor i und empfange von diesem H o

Prozessor p; berechnet anhand der bekannten Transformation die beiden lokalen Pfade H jj

J
und Hj

durch die Grenzpunkte m; bzw. m; .

Prozessor p; mischt die lokalen Pfade, die er von Prozessoren mit kleinerer Nummer erhal-
ten hat, zu einem rechten Pseudopfad HE und die lokalen Pfade, die er von Prozessoren
mit grolerer Nummer erhalten hat, zu einem linken Pseudopfad HE. Er berechnet dann die
Transformationen in die y-z-Ebene (H5)” und (HE)” und deren untere konvexe Hiille. Die
Gruppenpfade H jJ und H jj *1 ergeben sich durch Riicktransformation von LowerCH((HE)")

bzw. LowerCH((HE)").
IF (j > 0) THEN versende H JJ an Prozessor j-1 und empfange H jJ ~! von ihm.
IF (j < p-1) THEN versende H: jj 41 an Prozessor j+1 und empfange H j]jfll von ihm.

Berechne die Transformationen in die y-z-Ebene von H?™ ! und H’T! und dann H? =
y J Jj+1 L

LowerCH((H?)" U (HI™')") sowie H}; := LowerCH((HJ,,)" U (H}])"). Die in die x-
y-Ebene riicktransformierten H;, und Hp sind Delaunay-Pfade, die den Bereich der lokalen

Punkte links bzw. rechts begrenzen.

Berechne lokal die Delaunay-Triangulation DT'(S; U Hy, U H ) mit einem schnellen sequen-
tiellen Verfahren innerhalb der berechneten Grenzpfade H; und Hp. Kanten aufSerhalb des
durch die Pfade begrenzten Bereichs gehoren nicht zur Losung. Zur Vermeidung der mehr-
fachen Speicherung von Grenzpfadkanten 16scht jeder Prozessor die Kanten seines linken

Grenzpfades; der nullte Prozessor braucht dies nicht zu tun.

Analyse

Zur Berechnung eines Grenzpfades werden alle Punkte aus S betrachtet und durch mehrfaches

Bilden der Transformation und ihrer unteren konvexen Hiille gemé&fS der geometrischen Grund-

lagen des Verfahrens die korrekten Grenzpfade bestimmt. Diese Delaunay-Kanten werden durch

Schritt 10 zu einer korrekten globalen und verteilt gespeicherten Delaunay-Triangulation ergédnzt.

Wie bereits beim Top-down-Verfahren wird vorausgesetzt, dafs die Lange eines Grenzpfades

durch O(\/% ) nach oben abgeschitzt werden kann. Damit ergeben sich folgende Zeitkomplexi-

taten fur die einzelnen Schritte:

1.

Analog zum Top-down-Schema ist dies in O(1) Supersteps und Kommunikationsschritten
bei einer Zeit von O(%) fiir lokale Berechnung durchfiihrbar. Der Effizienzquotient ist
n o> pQ‘

p
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2. Es werden O(p) Daten gesendet und empfangen.

nlogn

3. Schnelles Sortieren benétigt O(*=*+) lokale Berechnungsschritte.

4. Die Schleife wird O(p)-mal ausgefiihrt. Pro Iteration sind fiir die Transformationen, die Be-
stimmung der unteren konvexen Hiille der jeweiligen sortierten Folge und die Riicktrans-
formation der Hiille O(%) Zeitschritte notig sowie die Kommunikation von O(\/% ) Daten
mit einen anderen Prozessor.

5. Die Bestimmung der beiden Pfade ist wegen der Sortierung in Linearzeit, d. h. O(%) Schrit-
ten, moglich.
6. Das Mischen der lokalen Pfade zu einem Pseudopfad benétigt wie beim Top-down-Ansatz

O(logp - \/np) lokale Berechnungsschritte.
7. Es werden O(\/% ) Daten gesendet und empfangen.
8. Wie Schritt 7.

9. Das Mischen, die Transformationen, das Bestimmen der unteren konvexen Hiille und
die Riicktransformationen benétigen alle O(3) Zeit, da die Pfade bereits geméf ihrer y-
Koordinaten sortiert sind.

10. Mit einem optimalen Algorithmus lassen sich die fehlenden Kanten in der Zeit O("l;#)
berechnen und die tiberfliissigen Kanten analog zum Top-down-Schema in O(3 - log(\/% )

Schritten entfernen.

Satz 3.21 Unter der Voraussetzung, daf§ |H,;| = O(\/%) Qilt, kann man mit diesem Algorithmus die
planare Delaunay-Triangulation einer Punktmenge in allgemeiner Lage auf einem grobkornigen Multi-
computer CGM(n, p) mit £ > mam{%, p? log® p} mit optimaler lokaler Berechnungskomplexitit von
O("l;"#) Zeitschritten bei O(p) Kommunikationsrunden und in gleich vielen Supersteps losen.

Beweis: Die Schritte mit der hochsten Zeitkomplexitdt erfordern O(p- %) = O(n) bzw. O(log p-\/np)

Operationen. Fir 2 > 2° gilt:
p p

nlogn

p  nlogn
O(n)=0 . =0
(m) = O 2200 = o™

),

nlogn
P )

Es werden O(p) Supersteps und Kommunikationsrunden benétigt, weil die Anzahl der Schlei-
fendurchldufe O(p) betrédgt. O

weil dann p von log n dominiert wird. Fiir den Fall 2 > p*log? p gilt O(logp - /np) = O(

Der hohe Effizienzquotient deutet darauf hin, dafs dieser Algorithmus sehr viel lokale Berech-
nung erfordert. Auch O(p) Kommunikationsrunden sind deutlich schlechter als beim Top-down-
Verfahren. Es wird sich bei der konkreten Implementierung zeigen miissen, ob dieses Schema
dennoch Vorteile - wie etwa die Vermeidung von Flaschenhilsen wegen ausschliefllicher Punkt-

zu-Punkt-Kommunikation - in sich birgt.
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3.4 Implementierungen und Experimente

Die beiden im Abschnitt 3.3 vorgestellten Varianten des parallelen Zerlegungsalgorithmus sind
fir diese Arbeit in der Programmiersprache C++ implementiert worden. Die Nachrichtenkom-
munikation zwischen den parallel arbeitenden Prozessen wird durch die Bibliotheken LAM /MPI
bzw. MPICH (beides sind Implementierungen der MPI-Norm [64]) durchgefiihrt. Einige geome-
trische Datenstrukturen und Operationen sowie die graphische Ausgabe werden durch Zubhilfe-
nahme der Bibliothek LEDA [53] realisiert.

Die Experimente zur Bestimmung der Laufzeiten und davon abhingiger Parameter wurden
auf zwei parallelen Maschinen durchgefiihrt. Bei der ersten handelt es sich um einen Beowulf-
Cluster'® aus acht Pentium4-Prozessoren mit jeweils 2,0 GHz Taktfrequenz und 512 MB Haupt-
speicher. Sie sind durch Gigabit-Ethernet und einem Gigabit-Switch miteinander verbunden und
kommunizieren im Programm via LAM/MPL

Das zweite Testsystem ist ein Cluster des Typs hpcLine von Siemens mit 96 x 2 Pentium III-
Prozessoren mit jeweils 850 MHz Taktfrequenz und 512 MB Hauptspeicher pro Doppelprozes-
sorknoten, die in einem SCI-Netzwerk durch verteilte Switches als 12 x 8 2D-Torus miteinander

verbunden sind und im Programm via MPICH kommunizieren.

3.4.1 Implementierungen

Vor der Auswertung der experimentellen Daten werden die einzelnen Teile der etwa 2600 Code-
zeilen umfassenden Implementierung anhand der Schrittfolge der Algorithmen genauer erldu-
tert. Viele Funktionen werden in beiden Schemata verwendet, daher wird nur auf wesentliche
Unterschiede explizit hingewiesen.

Zunidchst einmal erfolgt das Kommunizieren von Eingabepunkten zwischen Prozessoren
durch MPI-Sende- und Empfangsoperationen, die je nach Situation Punkt-zu-Punkt (meistens
blockierend) oder kollektiv arbeiten. Eine vorherige Verstandigung der Prozessoren tiber die Gro-
e der versendeten Felder wird bei allen Kommunikationsaufrufen vermieden, indem immer eine
feste Feldgrofie gesendet wird. Diese Obergrenze reicht fiir alle Eingaben aus und kann auf den
eingesetzten Clusterrechnern schnell verarbeitet werden. Im ersten Element des Feldes wird da-
bei gespeichert, wie viele Elemente tatsdchlich zum versendeten Feld gehoren. Der geringfiigig
hohere Speichereinsatz bewirkt so niedrigere Kommunikationskosten aufgrund von Latenzen.

In einem fritheren Stadium der Implementierung kamen selbst geschriebene Wrapper-
Methoden zum Einsatz, die es ermoglichen, Punkte innerhalb ihrer normalen Datenstrukturen
an andere Prozessoren zu senden. Der damit verbundene Overhead wirkt sich allerdings signifi-
kant auf die Laufzeit aus, weshalb nun die oben beschriebene feste Feldldnge benutzt wird.

Die Zerlegung der Eingabe auf die Prozessoren in x-disjunkte Abschnitte erfolgt durch eine
abgewandelte Version des Algorithmus Sample-Sort (s. Kapitel 1.3.2). Dabei wird auf die Sor-

tierung in x-Richtung im letzten Schritt verzichtet, wenn keine gleichméfiige Lastverteilung ge-

18Ein Beowulf-Cluster ist ein Cluster, dessen Hardware aus Standardkomponenten besteht und auf dem nur quelloffene
Software zum Einsatz kommt. Die einzelnen Rechner des Clusters sind in einem privaten Netzwerk miteinander verbun-
den und ausschliefilich fiir die schnelle Losung rechenintensiver Probleme bestimmt (siehe dazu auch die Webseite des
Beowulf-Projekts [11]).
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wiinscht ist. Letztere ist Teil der Implementierung, hat sich aber bei Experimenten auf den Clu-
sterrechnern als nicht vorteilhaft erwiesen.

Die Bestimmung der Grenzpunkte ist bei erfolgter Sortierung implizit gegeben; im anderen
Fall wird das x-Minimum durch einen Aufruf an die entsprechende STL-Methode bestimmt. Die
STL-Bibliothek wird auch zum lokalen Sortieren der Punkte in y-Richtung und beim Mischen
zweier sortierter Folgen verwendet. Beim Top-down-Schema wird dann der bindre Bearbeitungs-
baum konstruiert, der mit den benétigten Baumoperationen implementiert worden ist (z. B. wer-
den seine Knoten bei der Initialisierung mit den zugehorigen Informationen (Prozessorgruppe,
Grenzprozessoren) belegt). Hingegen werden beim Sende-an-alle-Schema in einer Schleife die po-
tentiellen Beitrdge zu den einzelnen Grenzpfaden berechnet und nicht-blockierend versendet. Fiir
den Fall p = 2 wird dieser Schritt {ibersprungen und direkt in den “Nachbarschaftsmodus” ge-
wechselt.

Die Berechnung eines Delaunay-Pfads geschieht durch Transformation der Punkte in die y-
z-Ebene und der Bestimmung ihrer unteren konvexen Hiille. Dazu ist der Algorithmus Grahams
Scan implementiert worden. Die Riicktransformation der Hiillenpunkte geschieht durch Auswahl
aus der urspriinglichen Menge anhand der berechneten Indizes (eine geometrische Riicktrans-
formation im eigentlichen Sinne wiirde wegen des Wurzelziehens numerische Ungenauigkeiten
verursachen).

Die lokale Delaunay-Triangulation wird unter Verwendung einer Methode von LEDA berech-
net. Die falschen Kanten aufierhalb der Grenzpfade werden folgendermafien bestimmt: Liegen
beide Endpunkte einer Kante auf demselben Grenzpfad (hier kommt bindre Suche zum Einsatz),
aber die Kante auf dessen duflerer Seite, so wird sie entfernt. Auf dhnliche Art und Weise werden
auf jedem Prozessor die rechten Grenzpfade geloscht, um Doppelspeicherungen zu verhindern.

Die graphische Ausgabe fufst im wesentlichen auf Methoden der LEDA-Bibliothek. Die Berei-
che der einzelnen Prozessoren werden verschiedenfarbig dargestellt (siehe Abbildung 3.3). Zur
Korrektheitskontrolle wird die parallele Losung mit der seriellen Losung von LEDA (letztere in
weif3) liberlagert, zusitzlich wird die Anzahl der Kanten in beiden Losungen verglichen. So lafst
sich sowohl rechnerisch als auch visuell nachvollziehen, daffs das implementierte Programm keine
Kanten “vergifit” und keine falschen Kanten berechnet.

Der Delaunay-Algorithmus ist als Objektmethode einer TIN-Datenstruktur realisiert worden.
Diese Art der Implementierung soll eine Benutzung des Quellcodes fiir weitere serielle und paral-
lele geometrische oder TIN-Algorithmen ermdoglichen. Das Programm arbeitet im Fall des Sende-
an-alle-Schemas fiir alle geraden Anzahlen von Prozessoren, fiir das Top-down-Schema muf p eine
Zweierpotenz sein.

Die Version, die Grundlage fiir die Experimente ist, enthilt einige friihere Ideen und Konzepte
nicht mehr, meist weil diese sich als zu langsam herausgestellt haben. Dazu gehoren der inkre-
mentelle Delaunay-Algorithmus von Cignoni et al. [22] inklusive Hashtabelle und das Verfah-
ren end_game von Blelloch et al. [15]. Beide Algorithmen sollten der seriellen Vervollstindigung
der Delaunay-Triangulation innerhalb der berechneten Grenzpfade dienen. Es zeigte sich aber
bereits wahrend der Implementierungsphase, dafs die Variante mit der LEDA-Implementierung

und dem Loschen auSerhalb liegender Kanten deutlich schneller ist.
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Abbildung 3.3: Graphische Ausgabe der Losung bei 8 Prozessoren und insgesamt 512 Eingabe-
punkten

3.4.2 Ergebnisse der Experimente

Zur Ermittlung der Praxistauglichkeit der beiden Kommunikationsschemata sind Experimente
auf den bereits erwdhnten Clusterrechnern durchgefiihrt worden. Auf dem Beowulf-Cluster stan-
den dazu acht Prozessoren zur Verfiigung, auf dem hpcLine-Cluster 32 Prozessoren. Als Eingabe
dienen mit Pseudozufallswerten generierte gleichverteilte Datensédtze mit jeweils einer Million
Punkte innerhalb eines Quadrats in der Ebene; fiir eine hohere Zahl an Punkten ist die Grofie des
Hauptspeichers der Rechner nicht ausreichend. In den Abbildungen 3.4 und 3.5 sind die erzielten
Speedup-Werte fiir die getesteten Prozessorzahlen dargestellt.

Die Auswertung der Ergebnisse zeigt, daf§ das Top-down-Schema auf beiden Rechnern und bei
allen Prozessorkonfigurationen mindestens gleich gut, meistens sogar deutlich besser ist. Man

kann daher die Frage, ob sich durch nicht-blockierendes Senden im Algorithmus Vorteile er-
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Abbildung 3.4: Speedupwerte auf dem Beowulf-Cluster

geben, klar mit nein beantworten. Bei steigenden Prozessorzahlen zeigt sich auf dem hpcLine-
Cluster, daf die Speedupwerte nicht linear skalieren. Der Flaschenhals beim Top-down-Schema
und die hohe Zahl lokaler Berechnungsschritte beim Sende-an-alle-Schema wirken sich hier deut-
lich negativ aus. Es ist auflerdem festzuhalten, daf8 die Werte teilweise deutlich unter denen von
Blelloch et al. [15, S. 264] und Lee et al. [52, S. 350] bleiben, die je nach verwendeter Maschine
bei acht Prozessoren Speedups um fiinf (hier nur etwa drei) erreichen. Woran dies liegt, kann
nicht mit Sicherheit gesagt werden, weil wichtige Implementierungsdetails in den genannten Ar-
beiten nicht erldutert werden. Eine mogliche Erklarung konnte jedoch das niedrigere Verhiltnis
zwischen Berechnungs- und Kommunikationsgeschwindigkeit der fiir die beiden Forschungsar-
beiten verwendeten Parallelrechner gegeniiber den hier eingesetzten Clustersystemen sein.
Festzuhalten bleibt, daf§ beide Schemata erwartungsgemifi aufgrund der beschriebenen
Schwichen nicht linear skalieren, ebensowenig tun dies die Programme, die in den zitierten Ar-
tikeln vorgestellt werden. Es stellt sich somit die Frage, ob eine Verdnderung des Algorithmus

moglich ist, die diese Schwéchen ausgleicht und dadurch eine bessere Skalierbarkeit erreicht.

3.5 Bottom-Up und Top-down kombiniert

Als Nachteile der beiden in Abschnitt 3.3 vorgestellten Schemata haben sich die hohen Effizienz-
quotienten, bedingt durch ungtinstige Kommunikationsstrukturen und/oder viele lokale Berech-
nungsschritte, erwiesen. Diese Problematik aufgreifend, wird nun ein Algorithmus vorgestellt,
der die planare Delaunay-Triangulation mit einem niedrigeren Effizienzquotienten bei optimaler

lokaler Berechnungskomplexitit in O(log p) Kommunikationsschritten konstruiert.
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Abbildung 3.5: Speedupwerte auf dem hpcLine-Cluster

Die Idee besteht darin, daff jeder Prozessor seinen Pfad im Bearbeitungsbaum zunéchst von
unten noch oben (botfom-up) und dann erst von oben nach unten (fop-down) durchlduft. Nach
O(log p) Supersteps ist der Grenzpfad der Baumwurzel korrekt berechnet. Auf dem Weg nach
unten werden dann die vorldufigen Pfade des Bottom-up-Durchlaufs korrigiert, so daf$ man nach
weiteren O(log p) Supersteps alle Grenzpfade korrekt bestimmt hat.

Bevor der Algorithmus in allen Details beschrieben wird, soll er an einem Beispiel erldutert
werden. Gestartet wird dabei in den Blittern des Bearbeitungsbaumes, die jeweils einen Prozessor
und den ihm zugewiesenen Abschnitt der Eingabe repréasentieren. Beim Aufstieg in die nichst-
hohere Ebene wird der Grenzpfad zwischen den Prozessoren mit gerader Nummer und ihren
rechten Nachbarn bestimmt. Dieser Grenzpfad ist nur fiir den Bereich, den beide Prozessoren zu-
sammen speichern, giiltig, da er von Punkten auflerhalb dieses Bereichs noch beeinflufit werden
kann.

Bei jedem weiteren Aufstieg im Baum ist folgendes zu tun: Zunichst berechnen die beiden
neuen Grenzprozessoren ihren lokalen Pfad durch den aktuellen Grenzpunkt. Nach dem Aus-
tausch ihrer lokalen Pfade mit dem benachbarten Grenzprozessor bestimmen sie aus ihnen den
Grenzpfad. Spéter in diesem Unterkapitel wird gezeigt, dafl dieser fiir den Eingabeabschnitt, der
durch den Baumknoten représentiert wird, korrekt ist. Jeder linke Grenzprozessor versendet nun
diesen Grenzpfad an den Prozessor aus der eigenen Prozessorgruppe, der in der nédchsthohe-
ren Baumebene Grenzprozessor sein wird (s. Abb. 3.6). Dieses Verfahren wird fortgesetzt, bis die
Baumwurzel erreicht, der letzte fehlende Grenzpfad aber noch nicht berechnet ist.

Jetzt mufs der Baum noch von der Wurzel zu den Blittern durchlaufen werden, um die vor-

laufigen Grenzpfade zu endgiiltigen zu korrigieren. Dazu wird zunédchst der Grenzpfad zwischen
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Abbildung 3.6: Bottom-up- vor Top-down-Durchlauf im Bearbeitungsbaum

den beiden aktuellen Grenzprozessoren berechnet. Dann sendet der linke Grenzprozessor des ak-
tuellen Knotens die beiden bereits korrekt bestimmten Grenzpfade an die zwei Grenzprozessoren
des linken Sohnes des aktuellen Knotens; die korrekten Pfade grenzen den aktuellen Bereich von
links und rechts ein (dieser Pfad kann auch leer sein, ndmlich am linken und rechten Rand der
Eingabe). Der rechte Grenzprozessor fiihrt diesen Vorgang analog fiir den rechten Sohn aus. So
fahrt man fiir jede weitere Baumebene fort, so dafs die korrekten Grenzpfade im Baum nach un-
ten wandern und alle Bereiche so weit einengen, bis jeder einzelne Prozessorabschnitt korrekt
eingegrenzt ist.

Es folgen die algorithmische Darstellung sowie der Korrektheitsbeweis und die Analyse im
CGM-Modell.

Algorithmus 3.22 Deterministische parallele Berechnung der Delaunay-Triangulation einer planaren

Punktmenge
Eingabe: Menge S von n Punkten in der Ebene, CGM(n, p), % >plte e>0,p=2% keN.

Ausgabe: Delaunay-Triangulation DT(S), wobei jeder Prozessor O() Knoten und Kanten von
DT(S) speichert.

Die ersten vier Schritte sind nahezu identisch zum Top-down-Verfahren:

1. Die Eingabemenge S wird parallel in p Abschnitte S; (0 < i < p — 1) zerlegt. Dabei gilt:
Vie {1, ..,p—1} : ming{S;} > max,{S;_1}, das heiflt S wird in p x-disjunkte Intervalle
aufgeteilt. Abschnitt S; und die darin enthaltenen Punkte werden dann Prozessor p; zuge-

wiesen. Falls erforderlich, wird eine gleichmiflige Lastverteilung durchgefiihrt.

2. Jeder Prozessor p; versendet den Punkt m; € S; mit dem kleinsten x-Wert an alle anderen

Prozessoren.

3. Jeder Prozessor sortiert mit einem schnellen sequentiellen Verfahren seine lokalen Punkte

aufsteigend geméfs der y-Koordinate.

4. Jeder Prozessor konstruiert seinen Pfad im Bearbeitungsbaum von der Wurzel bis zu seinem

Blatt auf Baumebene log p. So wird vorberechnet, wann bei der Ausfiihrung der folgenden
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Schleifen welche Prozessoren Teil der aktuellen Prozessorgruppe bzw. deren Grenzprozes-

soren sind und welcher Punkt Grenzpunkt ist.

5. FOR1i:= (log p) - 1 DOWNTO 0 DO /* Bottom-up */

(a)

(b)

(©

(d)

(e)

Durch Abfrage im Pfad des Bearbeitungsbaumes werden die aktuelle Prozessorgrup-

pe, der aktuelle Grenzprozessor und der aktuelle Grenzpunkt m, bestimmt.

Falls p; Grenzprozessor: p; integriert fiir diese Iteration die ggf. in der vorigen Iteration
erhaltenen Punkte in S; und berechnet seinen lokalen Pfad beziiglich m,, das heifit er
berechnet die Transformation S} := {(py — Mma,, [|[p — ma|*|p € S;}, LowerCH(S})

und deren Riicktransformation in die x-y-Ebene. Diese bildet einen lokalen Pfad H;.

Falls p; Grenzprozessor: p; versendet seinen lokalen Pfad an den Nachbarprozessor,

der an der durch m, erzeugten Grenze liegt und empfingt dessen lokalen Pfad.

Falls p; Grenzprozessor: Der im vorigen Schritt empfangene lokale Pfad wird von p;
mit dem eigenen zu einem Pseudopfad Hp gemischt. Dann wird dieser Pseudopfad
in die y-z-Ebene zu H}, wie oben transformiert und der transformierte Gruppenpfad
H{. :==LowerCH(H?}) berechnet. Letzterer wird zu H in die x-y-Ebene riicktransfor-
miert. Punkte aus H, die noch nicht in S; enthalten sind, werden darin unter Beibe-

haltung der Sortierung eingefiigt.

Ist p; linker Grenzprozessor, versendet er Hg an den Grenzprozessor des Vaters des

aktuellen Knotens.

6. FORi:=0TO (log p) - 1 DO /* Top-down */

(a)

(b)

(©

(d)

Falls p; Grenzprozessor: p; sendet den korrekt berechneten Grenzpfad an die beiden
Grenzprozessoren des linken (bzw. rechten) Sohnes des aktuellen Knotens, wenn p;

linker (bzw. rechter) Grenzprozessor ist.

Jetzt erfolgt der Abstieg im Bearbeitungsbaum unter Bestimmung der aktuellen Pro-
zessorgruppe, des aktuellen Grenzprozessors und des aktuellen Grenzpunktes m,

durch jeden Prozessor.

Falls p; nun Grenzprozessor: p; empfangt vom linken (bzw. rechten) Grenzprozessor
des Vaterknotens (s. Schritt 6a) dessen korrekt berechneten Grenzpfad, wenn p; Grenz-

prozessor eines linken (bzw. rechten) Knotens im Bearbeitungsbaum ist.

Falls p; Grenzprozessor: p; transformiert die beiden empfangenen Grenzpfade und
mischt sie mit dem jeweiligen eigenen transformierten Gruppenpfad der aktuell zu
bearbeitenden Grenze. Danach berechnet p; die untere konvexe Hiille dieses Mischer-

gebnisses und transformiert es zurtick in die x-y-Ebene zum Grenzpfad Hy, bzw. Hp.

7. Jeder Prozessor berechnet lokal die Delaunay-Triangulation DT'(S;UH ,UH g) innerhalb der

berechneten Grenzpfade. Zur Vermeidung der mehrfachen Speicherung von Grenzpfad-

kanten 16scht jeder Prozessor die Kanten seines linken Grenzpfades; der nullte Prozessor

braucht dies nicht zu tun.
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Analyse

Die Begrenzung des lokalen Speichers auf O(;;) Datensitze pro Prozessor kann dann problema-
tisch werden, wenn ein Grenzpfad mehr Punkte enthilt als in den Speicher passen. Es sind zwar
theoretisch Eingaben denkbar, bei denen alle (oder fast alle) Punkte auf einem Grenzpfad liegen,
eine solche Verteilung ist jedoch aus praktischer Sicht hochst unwahrscheinlich. Blelloch et al. zei-
gen in ihrer Arbeit [15, S. 261f.] experimentell fiir vier verschiedene Verteilungen, daf} die Anzahl
der Punkte auf den Grenzen nicht zu grofs wird. Es wird daher im folgenden ohne wesentliche
Einschrdnkung davon ausgegangen, daf kein Grenzpfad mehr als O(7) Punkte umfafit. Gleiches
gilt fiir die im Verlauf des Algorithmus berechneten Gruppenpfade.

Es ist nun zu zeigen, daf3 die berechneten Grenzpfade korrekt sind. Dazu wird zunéchst be-
wiesen, daf$ dies auch fiir die Zwischenergebnisse des aktuellen Baumknotens beim Bottom-up-
Durchlauf in Bezug auf den korrespondierenden Eingabebereich (aber eben nicht fiir die gesamte

Eingabe) gilt.

Lemma 3.23 Die beim Bottom-up-Durchlauf erstellten Gruppenpfade H¢ sind fiir den Bereich des ak-

tuellen Baumknotens korrekt berechnet.

Beweis: Die Ebene der Bldtter im vollstindigen bindren Bearbeitungsbaum habe im Gegensatz zur
normalen Zdhlweise die Nummer 0, die Ebene dariiber die Nummer 1 usw. Die Behauptung wird
durch vollstindige Induktion tiber die Nummer i der Baumebene bewiesen.

Induktionsanfang, i = 1: Die beiden Grenzprozessoren berechnen gemeinsam den Grenzpfad,
der aufgrund der in Abschnitt 3.1 dargelegten Ergebnisse korrekt ist.

Wir setzen nun voraus, daff die Behauptung fiir alle ¢y < 4 stimmt.

Induktionsschluf3, i— i+1: Die beiden Grenzprozessoren eines Knotens der Baumebene i+1
haben in der Iteration i den jeweiligen dort korrekt berechneten Grenzpfad erhalten. Nach In-
duktionsvoraussetzung und gemafs der geometrischen Grundlagen “kennen” die beiden Grenz-
prozessoren daher sowohl ihre lokalen Punkte als auch solche Punkte im vom aktuellen Knoten
reprasentierten Teil der Eingabe links bzw. rechts ihres lokalen Abschnitts, die Einfluff auf den
Grenzpfad nehmen, also auf dem Pfad liegen konnten. Sie sind daher in der Lage, mit dem ange-

gebenen Verfahren einen fiir den aktuellen Abschnitt korrekten Grenzpfad zu berechnen. O

Aus diesen Ergebnissen 1463t sich leicht folgern, daf der erste im Verlauf des Algorithmus ga-
rantiert richtig berechnete Grenzpfad derjenige ist, der durch den Grenzpunkt der Wurzel des
Bearbeitungsbaumes verlduft, weil der von der Wurzel reprasentierte Abschnitt die gesamte Ein-
gabe umfafit. In der zweiten Schleife werden die Gruppenpfade zu korrekten Grenzpfaden ak-

tualisiert:
Lemma 3.24 Die beim Top-Down-Durchlauf erstellten Grenzpfade sind korrekt berechnet.

Beweis: Die Numerierung der Ebenen des Bearbeitungsbaums fange nun wie gewohnt wieder bei
der Wurzel mit 0 an, ansonsten ist der Induktionsbeweis iiber die Baumebenennummer i recht

dhnlich zu dem von Lemma 3.23.
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Induktionsanfang, i = 0: Es ist bereits aus Lemma 3.23 gefolgert worden, daf8 der Grenzpfad
der Wurzel (also der Grenzpfad durch den Grenzpunkt der Wurzel) korrekt berechnet worden
ist.

Wir setzen voraus, daf§ die Behauptung fiir alle i, < ¢ stimmt.

Induktionsschlufs, i — ¢ + 1: Die beiden Grenzprozessoren eines Knotens der Baumebene i+1
haben nach Schritt 6a den in Iteration i berechneten Grenzpfad erhalten. Zusétzlich ist ihnen auch
der Grenzpfad zugesendet worden, der den aktuellen Abschnitt von der anderen Seite begrenzt
(dieser kann leer sein). Die beiden Grenzprozessoren kennen daher sowohl die Punkte des aktuel-
len Abschnitts, die auf dem Grenzpfad liegen kénnten (das sind die Punkte des Gruppenpfades)
als auch die Punkte links und rechts auflerhalb des aktuellen Abschnitts, die den Grenzpfad beein-
flussen konnen. Sie sind daher in der Lage, den korrekten Grenzpfad ihres Knotens zu berechnen.
a

Somit ist gezeigt, daff der Algorithmus die Grenzpfade zwischen den Prozessorbereichen kor-
rekt berechnet. Daraus folgt, daf er dann auch die korrekte Delaunay-Triangulation der Eingabe-
menge S berechnet. Mit welcher Zeit- und Raumkomplexitit dies geschieht, wird nun fiir jeden

Schritt einzeln beschrieben.

1. Mit dem Sortieralgorithmus von Goodrich [37] fiir das BSP-Modell und seine Varianten
kann man diesen Schritt sehr effizient durchfiihren. Das Verfahren sortiert ndmlich O(n)

Datensitze, die auf einem BSP-/CGM-Computer mit p Prozessoren gleichméflig verteilt

gespeichert sind, in optimaler Zeit bei O(; ZOZ" ) Kommunikationsrunden (h-Relationen),
ogh+1
wobei h = O(7) gilt. Da fiir 2 > p®, € > 0, O(lolgoiil) = O(1) gilt, darf man bei dem hier

vorausgesetzen Effizienzquotienten von einer konstanten Zahl von Kommunikationsrun-
den ausgehen. Das Verfahren benotigt nicht mehr lokalen Speicher als vorhanden, ndmlich
O(3). Die optionale Lastverteilung bendtigt O(1) Kommunikationsrunden und O(%) lokale
Berechnungsschritte.

2. Jeder Prozessor sendet ein Datum an alle anderen Prozessoren, somit sind dies O(p) gesen-

dete und empfangene Daten pro Prozessor.
3. Lokales Sortieren hat eine Zeitkomplexitdt von O(”l(’%).

4. Bei einer Baumhohe von O(log p) und O(p) Daten pro Knoten kann der Pfad des Bearbei-

tungsbaumes in O(plog p) Schritten erstellt werden.

5. Die erste Schleife wird insgesamt O(log p)-mal durchlaufen.

(a) Der Zugriff auf den Baumknoten erfolgt bei einer entsprechenden Vorbereitung der

Datenstruktur in konstanter Zeit. Das Auslesen der Daten geschieht in O(p) Schritten.

(b) Dieser Schritt ist wegen der Sortierung von S; in linearer Zeit durchfiihrbar, also unter
der Annahme, daf8 [S;| = O(}) standig gilt, in O(3;) Schritten.

(c) Ist die Grof3e eines lokalen Pfades gemdfs unserer Annahme durch O(%) beschrankt, so
erfordert dieser Schritt pro Grenzprozessor das Versenden und Empfangen von O(3)

Daten.
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(d) Mischen, transformieren und die Bestimmung der konvexen Hiille haben lineare Kom-
plexitdt wegen der Sortierung. Das Einftigen der neuen Punkte kann ebenfalls durch
das Mischen zweier sortierter Folgen geschehen. So werden fiir diesen Superstep O(%)

%
Schritte benétigt, wenn kein Pfad mehr Punkte beinhaltet.

(e) Wie Schritt 5c¢.
6. Auch die zweite Schleife hat O(log p) Iterationen.

(a) Das Versenden und Empfangen des Grenzpfades erfordert das Versenden einer Nach-
richt der GroBe O(%).

(b) Die Aktualisierung des Bearbeitungsstatus durch den Abstieg im Baum erfordert O(p)
Berechnungsschritte. Je nach Implementierung ist fiir das Aufteilen der Prozessorgrup-

pen das Versenden und Empfangen einer Nachricht der Grofe O(p) vonnoten.
(c) Wie Schritt 6a.

(d) Transformieren, das Bestimmen der unteren konvexen Hiille und die Riicktransforma-
tion sind wegen der Sortierung in Linearzeit moglich, so daf8 der Schritt die Zeitkom-
plexitat O(2) hat.

»
7. Die lokale Vervollstaindigung der Losung lduft nach dem Mischen der Grenzpfade mit S; in

Linearzeit wie in Schritt 6 des Top-down-Schemas in optimaler Zeit von O("l;#).

Satz 3.25 Sei S eine planare Punktmenge in allgemeiner Lage, deren Grenzpfade nicht mehr als O()
Punkte beinhalten. Dann berechnet der obige Algorithmus auf einem grobkornigen Multicomputer
%

lokalem Speicher pro Prozessor mit einer optimalen Berechnungskomplexitiit von O(%). Dazu werden

CGM(n, p) mit 2 > p'T€, € > 0, eine verteilt gespeicherte Delaunay-Triangulation von S mit O(Z)

O(log p) Kommunikationsschritte, bei denen O(3:) Daten pro Schritt versendet werden, und gleich viele
Supersteps benotigt.

Beweis: Die aufwendigsten Schritte haben eine jeweilige Zeitkomplexitdt von O(plogp), O(3 -
logp) bzw. O(% - log(3)) = O("l;#). Diese oberen Schranken kénnen bei 2 > p'T€ alle durch

nlogn
p
sich aus der vorausgehenden Analyse. O

den angestrebten Wert O( ) nach oben abgeschétzt werden. Die tibrigen Aussagen ergeben

Wie bereits erwdhnt worden ist, bedeutet die Annahme {iber die Langenbeschrankung der
Pfade keine wesentliche Einschrankung, da Blelloch et al. [15, S. 262ff.] bereits experimentell die
Funktionsfahigkeit des Verfahrens auch fiir ungiinstige Punktverteilungen gezeigt haben. Man
konnte zusétzlich Bedingungen an die Beschaffenheit der Eingabe kntipfen, unter denen das Lan-
genproblem nachweislich nicht auftreten kann. Erste Ansédtze deuten dabei jedoch auf eine zu
starke Restriktion der Eingabe hin.

Der Algorithmus verbessert unter der getroffenen Annahme die Leistungsmerkmale des bis-
her einzigen deterministischen Algorithmus, der im Kontext des CGM-Modells publiziert wor-
den ist (von Diallo et al. [28]), da letzterer O(log p) Supersteps mit jeweils O(”l;#) lokalen Berech-

nungsschritten erfordert. Die randomisierten Algorithmen von Dehne et al. [24] bzw. Kiihn [49]
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bendtigen zwar nur O(1) Supersteps (und somit auch nur O(1) Kommunikationsschritte), sind in
dieser Kategorie also um den Faktor log p besser, aber das fiir diese Arbeit entwickelte Verfahren
ist deterministisch und zudem wesentlich leichter zu implementieren.

Die grundlegenden Ideen des Zerlegungsverfahrens durch Delaunay-Pfade beruhen auf den
zitierten Arbeiten von Blelloch et al. [15] bzw. Lee et al. [52], eine Formalisierung dieses Prinzips

fiir ein grobkorniges paralleles Modell wie CGM ist bis dato aber nicht publiziert worden.

3.6 Fazit

In diesem Kapitel sind die Grundlagen der Zerlegungsmethode erldutert und bewiesen wor-
den, danach wurden zwei Kommunikationsschemata fiir den parallelen Zerlegungsalgorithmus
entworfen und analysiert. Die Bedenken hinsichtlich vermuteter Flaschenhilse bei den beiden
Schemata Top-down und Sende-an-alle sind durch experimentelle Daten bestatigt worden. Ausge-
hend von diesen Erkenntnissen, konnte ein Alternativalgorithmus fiir das CGM-Modell formu-
liert werden, der in einem zweifachen Bearbeitungsbaumdurchlauf O(logp) Kommunikations-
runden und ebenso viele Supersteps benétigt sowie fiir 7 > pl*¢ optimal hinsichtlich der Kosten
fiir Kommunikation und lokale Berechnung arbeitet.

Diese Laufzeiten setzen allerdings voraus, dafd die Grenzpfade, die wahrend des Algorithmus
berechnet werden, niemals mehr als O(%) Punkte enthalten. Experimentell ist bereits gezeigt wor-
den [15, S. 262ff.], dafd diese Voraussetzung fiir verschiedene wichtige Verteilungen erfiillt ist; eine
detaillierte theoretische Analyse steht allerdings noch aus und kénnte Bestandteil weiterer For-
schungen sein. Gleiches gilt fiir den Nachweis der praktischen Performanz des neu entwickelten
Kommunikationsschemas. Es ist davon auszugehen, daf3 sich seine Vorteile nicht bereits bei einer
kleinen Anzahl von Prozessoren zeigen, weil hinter der O-Notation die Konstanten des zwei-
fachen Baumdurchlaufs verborgen bleiben. Fiir grofiere Prozessorzahlen, bei denen die beiden

anderen Varianten schlecht skalieren, diirfte sich jedoch eine deutliche Verbesserung ergeben.



Kapitel 4

Parallelverarbeitung im Kontext

hoherer Ordnungen

Nachdem gezeigt worden ist, wie man die gewthnliche Delaunay-Triangulation fiir viele Punkt-
verteilungen effizient auf einem grobkornigen Multicomputer berechnen kann, werden in diesem
Kapitel darauf aufbauend Delaunay-Triangulationen und Voronoi-Diagramme hoherer Ordnung
betrachtet. Dazu wird untersucht, wie sich diese Objekte parallel berechnen lassen, wenn die
gewOhnliche Delaunay-Triangulation bzw. das gewohnliche Voronoi-Diagramm Teil der Einga-
be ist, also eines dieser Objekte bereits parallel berechnet worden ist und auf den Prozessoren
verteilt gespeichert vorliegt. Zur geeigneten Speicherung empfehlen sich z. B. doppelt verkettete
Kantenlisten [13, S. 31ff.], abgekiirzt DCEL (von engl.: doubly-connected edge list) oder im Falle der
Triangulation eine TIN-Datenstruktur [48, S. 40f.], die beide fiir hier benotigte Nachbarschafts-
operationen nur konstante Zeit benotigen.

Der erste Abschnitt beschreibt ein Verfahren zur Berechnung von Delaunay-Triangulationen
erster Ordnung, mit denen man einige wichtige Kritierien in einem Netz optimieren kann. Danach
wird in Abschnitt zwei eine parallele Version des Algorithmus von D. T. Lee [51] zur Berechnung
von Voronoi-Diagrammen hoéherer Ordnung entworfen. Obwohl Lees und weitere sequentielle
Verfahren schon lange bekannt sind (Lees Arbeit datiert bspw. von 1982), existierte bislang noch
kein paralleler Algorithmus zur Losung des Problems. Das hier entworfene Verfahren wird au-
Berdem in den beiden anschliefenden Abschnitten fiir parallele Anwendungen im Kontext von

Delaunay-Triangulationen hoherer Ordnung genutzt.

Die Algorithmen dieses Kapitels benotigen teilweise fiir jeden Prozessor die Kenntnis der
Punkte in der unmittelbaren Nachbarschaft seines Eingabebereichs. Gemeint ist damit, daf} Teile
von fremden Prozessorbereichen, die direkt an den eigenen Grenzpfaden liegen, bekannt gemacht
werden miissen. Dies schliefit die Grenzpfade selbst natiirlich mit ein, weshalb im Unterschied
zur Verfahrensweise im vorigen Kapitel die Grenzpfade hier auf beiden ihnen angrenzenden Pro-
zessoren abgespeichert sein sollen. Es ergibt sich dadurch keine asymptotische Verschlechterung

der Raumkomplexitit.

71
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4.1 Delaunay-Triangulationen erster Ordnung

Wie bereits in Abschnitt 1.2.1 gezeigt worden ist, kann man eine Delaunay-Triangulation erster
Ordnung (1-ODT) aus einer gewohnlichen Delaunay-Triangulation erhalten, indem man Kan-
tenflips unabhangiger Kanten durchfiihrt. Will man dies parallel unter Verwendung einer verteilt
gespeicherten gewohnlichen Delaunay-Triangulation machen, miissen sich die Prozessoren in ge-
eigneter Form dariiber abstimmen, welche am Rand ihres lokalen Bereichs liegenden Kanten zu

wechseln sind und ob diese unabhingig sind oder ob es zu einer Kollision kommt.

Definition 4.1 Eine Kollision tritt auf, wenn zwei abhiingige Kanten gewechselt werden sollen und es

dadurch zu einer Uberschneidung kommt.

Da ein Kantenwechsel die Struktur einer Triangulation nur innerhalb eines Vierecks verdndert,
ist die Annahme sinnvoll, daf$ die Entscheidung, ob eine Kante gewechselt werden soll, auch nur

von dem Viereck abhédngt, in dem die Kante liegt.

Beobachtung 4.2 Zwei Kanten, die von verschiedenen Prozessoren gespeichert werden und beide keine

Grenzpfadkanten sind, sind voneinander unabhingig, weil sie nicht zu demselben Dreieck gehdren konnen.

Folgerung 4.3 Will ein Prozessor nur Kanten wechseln, die keine Grenzpfadkanten sind, so konnen durch

seine Kantenwechsel keine Kollisionen mit Kanten anderer Prozessoren ausgeldst werden.

Anders gesagt, beeinfluf8t ein Kantenwechsel keine Dreiecke auf anderen Prozessoren, wenn die
zu wechselnde Kante keine Grenzpfadkante ist. Nichtsdestotrotz kann eine solche Operation in
Konflikt mit dem Wechsel einer Grenzpfadkante, veranlafit durch einen benachbarten Prozes-
sor, geraten. Kennen jedoch beide Prozessoren die sich moglicherweise beeinflussenden Bereiche,

konnen sie ohne erneute Kommunikation konfliktfrei eine 1-ODT herstellen.

411 Algorithmus

Definition 4.4 Die linke (bzw. rechte) Dreiecksfolge eines Grenzpfads besteht aus den Dreiecken, von
denen mindestens eine Kante Teil des Grenzpfads ist und deren iibrige(n) Kante(n) links (bzw. rechts) des

Grenzpfads liegen.

Lemma 4.5 Um aus einer Delaunay-Triangulation eine 1-ODT durch Flipping aufgrund der Struktur
des jeweiligen Vierecks kollisionsfrei herzustellen, braucht jeder Prozessor neben seinen lokalen Daten zu-
sitzlich nur die Dreiecksfolgen, die an den eigenen aus Delaunay-Kanten bestehenden Grenzpfaden liegen,

und die daran angrenzenden Dreiecke zu kennen.

Beweis: Erhalt ein Prozessor die fremden Dreiecksfolgen, sind ihm dadurch alle Kanten bekannt,
die mglw. mit seinen lokalen Kanten in Konflikt stehen konnten. Kennt er aufierdem die Vier-
ecke, die die Kanten der fremden Dreiecksfolgen umgeben, kann er fiir diese bestimmen, ob sie

gewechselt werden miissen, und so Konflikte selbstindig auflosen. O

Das eigentliche Problem besteht somit darin, zu jeder Grenzpfadkante das Dreieck auf der frem-
den Seite und dessen benachbarte Dreiecke zu kennen. Um zunéchst die Dreiecksfolgen zu be-
stimmen, muf$ man die Kanten der eigenen Grenzpfade identifizieren und von anderen Prozesso-

ren den dritten Punkt anfordern, der mit der jeweiligen Kante das Dreieck auf der fremden Seite
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bildet. Hierbei kann jedoch die Lage des Punktes jenseits des Grenzpfades ohne Zusatzkenntnisse
nicht eingegrenzt werden, und ein Prozessor weifs auch nicht, welcher andere Prozessor das ge-
suchte Dreieck speichert. Deshalb wird zu jeder Kante folgendermafien ein Anfragepunkt erstellt,
der garantiert im fremden Dreieck der aktuellen Kante liegt:

Sei « der kleinste Innenwinkel aller Dreiecke. Dann wird der Punkt ¢ auf der Strecke r, die
den Kreismittelpunkt mit dem Kreisrand verbindet und die Grenzpfadkante e = %v im rechten
Winkel schneidet, derart plaziert, daf} die Winkel {uvq und £vuq jeweils die Grofse § haben (s.
Abb. 4.1). Dies hat zur Folge, daf8 ¢ definitiv im gesuchten Dreieck liegen mufs.

Abbildung 4.1: Berechnung des Anfragepunktes q zur Kante e

Noch vor der Berechnung aller Anfragepunkte werden die Umkreismittelpunkte aller Drei-
ecke bestimmt und mit den Endpunkten ihres Dreiecks verkniipft. Man wendet dann den Mul-
tipunktlokalisierungsalgorithmus von Diallo et al. [28] an, um die gesamten Anfragepunkte zu
lokalisieren. Da die von diesem Verfahren zuriickgegebenen Umkreismittelpunkte die Informa-
tion tiber die Eckpunkte ihres Dreiecks mit sich fiithren, kann so das jeweils gesuchte Dreieck
vollstandig bestimmt werden. Danach erstellt man fiir dessen soeben erhaltene Kanten neue An-

fragepunkte und berechnet analog zum obigen Verfahren die angrenzenden Dreiecke.

Algorithmus 4.6 Parallele Umwandlung einer Delaunay-Triangulation in eine 1-ODT durch Flipping

Eingabe: CGM(n, p) mit 3 > p; gleichmaRig auf p Prozessoren verteilt gespeicherte Delaunay-

Triangulation einer n-elementigen planaren Punktmenge S.

Ausgabe: Gleichmifig auf p Prozessoren verteilt gespeicherte Delaunay-Triangulation erster

Ordnung von S.

1. Berechne den kleinsten Innenwinkel aller lokalen Dreiecke. Jeder Prozessor sendet seinen
Minimalwert an alle anderen Prozessoren und bestimmt aus allen empfangenen p Werten

das globale Minimum a.

2. Bestimme die Kanten des linken und des rechten Grenzpfads. Berechne zu jedem Dreieck
den Umkreismittelpunkt und zu jeder Grenzpfadkante wie oben beschrieben den Anfra-
gepunkt g. Verwende fiir jeden Umkreismittelpunkt einen Verbund, der zusétzlich die drei

Eckpunkte des Dreiecks speichert.
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3. Fiihre fiir die Anfragepunkte den Punktlokalisierungsalgorithmus von Diallo et al. [28] aus.
Dieser liefert zu jedem Anfragepunkt ¢ den Umkreismittelpunkt des Dreiecks, in dem ¢

liegt. Bestimme aus dem zugehorigen Verbund den gesuchten Endpunkt des Dreiecks.

4. Integriere die neuen Punkte und Kanten der Dreiecksfolgen in die lokale Datenstruktur und

berechne zu jeder dieser Kanten mit dem obigen Verfahren einen Anfragepunkt g.

5. Wiederhole Schritt 3 mit den neu erstellten Anfragepunkten und integriere wiederum die

so erhaltenen Kanten.

6. Jeder Prozessor berechnet fiir jede durch ein Viereck eingeschlossene Kante anhand dessel-
ben lokalen Kriteriums innerhalb dieses Vierecks, ob sie geflippt werden muf8. Kollisionen
werden gesucht, dann lokal nach einem fiir alle Prozessoren festen Kriterium aufgelost und

die tibrigbleibenden Flips durchgefiihrt.

Analyse

Da nach dem Ende des Algorithmus auf jedem Prozessor das umgebende Viereck jeder Kante
des Konfliktbereichs bekannt ist und die Kantenwechsel sowie Kollisionen tiberall auf die gleiche
Weise bestimmt und aufgelost werden, entsteht gemaf der Ergebnisse dieses Abschnitts und von
Gudmundsson et al. [39, S. 92-95] eine korrekte und verteilt gespeicherte 1-ODT. Der Zuwachs an
Speicherbedarf ist linear in Bezug auf die Grenzpfadlangen und somit unproblematisch.

Die Bestimmung des kleinsten Innenwinkels sowie der Grenzpfadkanten kann durch einen
Durchlauf durch die Datenstruktur in linearer Zeit erfolgen. Fiir die Kommunikation der Mi-
nimalwerte sind das einmalige Versenden eines Wertes und Empfangen und Durchsuchen von
O(p) Werten erforderlich, was fiir 2 > p unproblematisch ist.!? Pro Dreieck bzw. Kante benétigt
man fiir die Berechnung der Anfrage- und Umbkreismittelpunkte konstante Zeit, insgesamt da-
her hochstens O(7). Der Punktlokalisierungsalgorithmus erfordert O(1) Kommunikationsrunden
und O(%) lokale Berechnungsschritte [28, S. 332]. Zur Integration einer Kante in die lokale
Datenstruktur wird die passende Stelle in der Zeit O(log(%)) lokalisiert und die Kante konstanter
Zeit eingefiigt.

Da es bei O(7) Dreiecken und Kanten auch nur O(3) Vierecke geben kann, in denen ggf.
ein Kantenwechsel durchgefiihrt werden mufs, kann es auch hochstens ebenso viele Kollisionen
geben. Ist das lokale Flipkriterium - wie hier angenommen - in konstanter Zeit pro Kante bere-
chenbar, benétigt der letzte Schritt daher Linearzeit beziiglich der Anzahl der Kanten. Es folgt

unmittelbar:

Satz 4.7 Der Algorithmus 4.6 berechnet bei Verwendung eines Flipkriteriums, das auf dem umgebenden
Viereck basiert und in konstanter Zeit pro Kante berechenbar ist, auf einem grobkornigen Multicomputer

CGM(n, p) mit 3 > p aus einer verteilt gespeicherten gewdhnlichen Delaunay-Triangulation eine verteilt

gespeicherte Delaunay-Triangulation erster Ordnung in O(%) Zeit bei O(1) Kommunikationsrunden

und Supersteps.

19Hier wird im Hinblick auf ein grobkorniges Modell auf das Binidrbaumparadigma zur Berechnung des Minimums
verzichtet, um Kommunikation zu sparen.
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Der Vorteil dieses Algorithmus besteht in dem Versenden und Empfangen weniger grofier Nach-
richten. Anstatt fiir jede mogliche Kollision einzelne kleine Nachrichten auszutauschen, werden
alle Daten, die fiir eine mogliche Kollisionsauflgsung notig sein konnen, in O(1) Kommunikati-
onsrunden bestimmt. Dies erspart im grobkornigen Umfeld Kosten durch Latenzen und Nach-
richtenaufbereitung (man erinnere sich an das in Abschnitt 1.3.3 erwédhnte BSP*-Modell, in dem

aus diesem Grunde kleine Nachrichten “bestraft” werden).

4.1.2 Netzoptimierungen mit Delaunay-Triangulationen erster Ordnung

Mit dem Algorithmus lassen sich durch 1-OD-Triangulationen mehrere niitzliche Kriterien paral-

lel optimieren.

Definition 4.8 Sei ein TIN T gegeben. Ein Eingabepunkt p von T ist ein lokales Minimum (bzw. lokales
Maximum) genau dann, wenn die Hohenwerte der mit p durch Kanten verbundenen Punkte hoher (bzw.

niedriger) sind als der Hohenwert von p.

Die Ergebnisse von Gudmundsson et al. [39, S. 93ff.] besagen, dafl man mit 1-OD-Triangulationen
die Anzahl lokaler Minima - und damit auch die Anzahl kiinstlicher Damme - sowie die Anzahl
lokaler Extrema (Minima und Maxima) minimieren kann. Gleiches gilt fiir weitere Netzeigen-

schaften. Daraus kann man schlieflen:

Folgerung 4.9 Fiir eine auf einem grobkornigen Multicomputer CGM(n, p) mit 3 > p gleichmifig ver-
teilt gespeicherte Delaunay-Triangulation einer Menge S von n Punkten in der Ebene kann man eine opti-
male 1-OD-Triangulation durch Kanten-Flips unabhingiger Delaunay-Kanten in O(%) Zeitschritten
bei O(1) Supersteps und Kommunikationsrunden fiir jedes der folgenden Kriterien erhalten:

1. Minimierung der Anzahl lokaler Minima, 2. Minimierung der Anzahl lokaler Extrema, 3. Minimie-
rung des Dreiecks mit maximaler Fliche, 4. Minimierung des maximalen Winkels, 5. Maximierung des
minimalen Radius eines Umbkreises, 6. Maximierung des minimalen Radius eines einschlieffenden Kreises,

7. Minimierung der Summe der Inkreisradien, 8. Minimierung der Gesamtkantenlinge.

Man kann daher bereits fiir k = 1 mehrere Kriterien optimieren, die fiir die Qualitit eines Netzes
von Bedeutung sind. Diese Optimierung laf3t sich bei gegebener Delaunay-Triangulation dartiber-

hinaus effizient parallel berechnen.

4.2 Voronoi-Diagramme h6herer Ordnung parallel berechnen

In einem gewdhnlichen Voronoi-Diagramm wird jede Zelle von genau einem Punkt der Einga-
bemenge S induziert, denn jede Zelle entspricht dem zusammenhingenden Ort von Punkten der
Ebene mit demselben nédchsten Nachbarn aus S. Das Konzept der Ordnung k erweitert diese An-
schauung, indem jede Zelle den Ort der Punkte darstellt, die dieselben k nachsten Nachbarn aus
S haben. Das gewo6hnliche Voronoi-Diagramm hat somit die Ordnung 1 (im Unterschied dazu hat
die gewohnliche Delaunay-Triangulation die Ordnung 0). Zur Veranschaulichung zeigen die Ab-
bildungen 4.2 und 4.3 zu einer planaren Punktmenge ihre Voronoi-Diagramme der Ordnungen 1

bis 4.20

20Die Berechnung dieser Diagramme erfolgte mit einem Java-Applet von Barry Schaudt [61].
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Abbildung 4.3: Voronoi-Diagramme der Ordnungen 3 und 4

4.2.1 Bisherige Arbeiten

Details zu diesem Thema, die hier nicht aufgefiihrt werden, weil sie den Rahmen dieser Arbeit
sprengen, finden sich u. a. bei Agarwal et al. [1], Boisonnat et al. [16], Chan [19], Okabe et al.
[56] und im vergleichsweise alten Artikel aus dem Jahre 1982 von D. T. Lee [51], der dort neben
grundlegenden Eigenschaften dieser Diagramme auch einen Algorithmus zu ihrer Berechnung
beschreibt.

Es handelt sich bei diesem Algorithmus um ein iteratives Verfahren, das aus dem Voronoi-
Diagramm (k-1)-ter Ordnung jenes der Ordnung k konstruiert. Die urspriingliche Laufzeit
des Verfahrens betrdgt bei O(k) Iterationen, in denen man die gesamte Familie aller Voronoi-
Diagramme der Ordnung < k berechnen kann, insgesamt O(k*n log n). Diese Schranke wurde je-
doch durch den Linearzeitalgorithmus zur Bestimmung des Voronoi-Diagramms eines konvexen
Polygons von Aggarwal et al. [2] zu O(nlogn + nk?) verbessert. Fiir kleine k (k < /n/logn),
wie sie hier betrachtet werden, gibt es bislang keinen besseren deterministischen Algorithmus.
Die Raumkomplexitit betrdgt O(k*(n—k)), weil zu jeder der O(k(n— k)) Voronoi-Regionen eines
V Dy (S) die k induzierenden Punkte gespeichert werden.

Der Algorithmus basiert auf der Idee, dafs man jede Voronoi-Region der Ordnung k-1, indu-
ziert durch ein H' C S mit |H'| = k — 1, in Teilregionen zerlegt. Diese Teilregionen sollen jeweils
den Ort der Punkte mit denselben k nédchsten Nachbarn bilden. Da die Punkte aller dieser Teil-
regionen bereits dieselben k-1 Nachbarn (ndmlich die Punkte aus H’) haben, muf$ zu jeder dieser

Teilregionen nur noch der nichste Nachbar aus S\H' gefunden werden. Es gentigt also im we-
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sentlichen, jede Region von V Dj,_1(S) auf geeignete Art und Weise anhand von V' D;(S\H’) zu

zerlegen.

4.2.2 Parallelisierung von Lees Algorithmus

Aus Lees Ergebnissen [51] 1dfst sich schliefSen:

Lemma 4.10 Fiir die beschriebene Zerlegung einer Voronoi-Region (k-1)-ter Ordnung in Teilregionen der

Ordnung k ist nur die Kenntnis der angrenzenden Voronoi-Regionen der Ordnung k-1 notig.

Beweis: Lee zeigt in seinem Lemma 5 [51, S. 482], dafs von den k-1 nédchsten Nachbarn zweier
aneinandergrenzenden Voronoi-Regionen (k-1)-ter Ordnung k-2 {ibereinstimmen. Man betrachte
daher eine solche Region R mit s Nachbarregionen R,,, 1 < m < s: Die Kanten (auch zu Punkten
degenerierte Kanten) zwischen R und diesen Regionen sind Teile von Bisektoren. Punkte auf
diesen Bisektoren haben dieselben (k-1) + (k-1) - (k-2) = k ndchsten Nachbarn (jeweils k-1 aus den
angrenzenden Regionen minus die k-2 doppelt gezédhlten). Dies sind die Eingabepunkte, die R
induzieren, sowie derjenige Punkt, der zwar nicht R, aber das benachbarte R,,, mitinduziert.
Also miissen die Punkte aus S, die fiir Punkte aus R die k-ndchsten Nachbarn sein kénnen, zu
denen gehoren, die ein R,,,, aber nicht R mitinduzieren. Eine beliebige Voronoi-Region R” (k-1)-ter
Ordnung auferhalb von |, .,  ; B braucht nicht betrachtet zu werden: Wird sie vom gesuchten
k-nichsten Nachbarn induziert, gilt dies bereits auch fiir ein R,,, weil dieses R,,, ndher an R liegt
als R’

Die s Punkte, die |J, <m<s R,,, aber nicht R induzieren, sind somit die einzigen Punkte aus
S\ H’, die einen Beitrag zu V D, (S\ H') innerhalb von R leisten konnen, wodurch die Behauptung

bewiesen ist. O

Diese Lokalitatseigenschaft kann man sich fiir eine parallele Umsetzung von Lees Algorith-
mus zunutze machen. Lees Schema folgend, besteht das Problem darin, jede Voronoi-Region R
der Ordnung k-1 in Teilregionen der Ordnung k zu zerlegen, zusammengehorige Teilregionen zu
mischen und, falls erforderlich, die so entstandenen neuen Regionen gleichmafig auf die Prozes-
soren zu verteilen.

Fur die Zerlegung muf ein Prozessor lediglich die Punkte kennen, die die an R grenzen-
den Voronoi-Regionen induzieren. Diese Kenntnis ist nur fiir Regionen nicht vorhanden, die nah
an den Grenzen zwischen den Bereichen verschiedener Prozessoren liegen. Aus diesem Grunde
miissen die erforderlichen Daten im Verlauf des Algorithmus kommuniziert werden. Die Auf-
gabe besteht nun darin, diese Kommunikation zu optimieren und zu zeigen, daf durch den Al-
gorithmus die gesetzten Schranken bei Raum- und Zeitkomplexitét nicht {iberschritten werden.

Letzteres wird durch die folgenden Lemmata erreicht.

Bezeichnung 4.11 Die Vereinigung der Voronoi-Kanten, die zwischen zwei benachbarten Prozessorbe-
reichen liegen, wird Voronoi-Grenzpfad (abgekiirzt: VGP) genannt. Die Voronoi-Regionen, von denen

mindestens eine Kante Teil des Voronoi-Grenzpfades ist, heiffen Grenzregionen.
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Lemma 4.12 Die Grenzregionen am linken (bzw. rechten) Voronoi-Grenzpfad eines Prozessors sind zu-
sammenhingend; ihr dualer Graph ist ein Pfad (genannt: Zellpfad), im gewohnlichen Voronoi-Diagramm

der Ordnung 0 ist dies ein Delaunay-Pfad.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung o. B. d. A. fiir den linken Voronoi-Grenzpfad eines Prozessors
pj, 7 > 0. Ein beliebiger Voronoi-Knoten dieses Pfades habe den Grad d (bei allgemeiner Lage gilt
d = 3). Zwei dieser d Kanten eines Knotens des Voronoi-Grenzpfades gehéren zum Grenzpfad,
die tibrigen verlaufen entweder links oder rechts des Pfades. Verlaufen d’ Kanten davon links,
also auf der fremden Seite des Voronoi-Grenzpfades, verlaufen dg := d — d’ — 2 rechts. Letztere
bilden fiir dg > 0 eine Grenze zwischen zwei benachbarten und somit zusammenhéngenden
Voronoi-Regionen am Voronoi-Grenzpfad. Ihre duale Verbindung ist eine Kante (bei Ordnung 0
ist sie eine Delaunay-Kante), wegen ihres fortlaufenden Zusammenhangs entsteht ein Pfad (bei
Ordnung 0 ein Delaunay-Pfad). Im Fall dr = 0 existiert keine solche Grenze, die Voronoi-Region

setzt sich an diesem Knoten fort. O

Lemma 4.13 Ein Prozessor erstellt beim Ubergang von V D;_1(S;) zu VD;(S;) hichstens O( %)

Voronoi-Regionen i-ter Ordnung.

Beweis durch vollst. Induktion iiber i: Induktionsanfang, i = 1: In einem gewd&hnlichen Voronoi-

Diagramm (Ordnung 1) speichert jeder Prozessor O(}) = O("T_)l) Voronoi-Regionen, so dafs die

Behauptung fiir i = 1 stimmt. Wir setzen nun voraus, dafs sie fiir alle iy < ¢ gilt.

Induktionsschritt, i—i+1: Ein Prozessor speichert bei einem Voronoi-Diagramm i-ter Ordnung

nach Voraussetzung O(z("p;”) Regionen. Diese Regionen kann man als vollig eigenstdandiges

Teildiagramm ansehen, das allerdings von jeweils hochstens O(z(nf%z)) Regionen zu beiden Sei-
i(n—i)

ten beeinflut wird. Die Gesamtzahl dieser Regionen betrdgt aber immer noch O(=--), so daf

nach Lee [51, S. 484] das aus dem lokalen Bereich entwickelte Teildiagramm (i+1)-ter Ordnung
O(lHDn=(+1)

s Regionen haben muf. O

Folgerung 4.14 Ein Zellpfad der Ordnung i auf Prozessor p; besteht aus hichstens O(@) Voronoi-

Regionen der Ordnung i, weil er nicht mehr Regionen haben kann als auf p; gespeichert sind.

Zur Eingabe des Algorithmus gehort das gewohnliche Voronoi-Diagramm von S. An dieses wird
die Bedingung gestellt, dafs es x-disjunkt ist. Damit ist eine verteilte Speicherung des Diagramms
derart gemeint, daf8 die induzierenden Punkte auf einem Prozessor ein Intervall bilden, das x-
disjunkt ist zu dem entsprechenden Intervall jedes anderen Prozessors. Auf diese Weise 1d3t sich
bei Kenntnis der Grenzpunkte durch bindre Suche ermitteln, von welchem Prozessor ein Punkt

gespeichert wird.

Algorithmus 4.15 Parallele Berechnung des Voronoi-Diagramms k-ter Ordnung

Eingabe: CGM(n, p) mit £ > p und O(@) lokalem Speicher pro Prozessor; n-elementige
planare Punktmenge S und ihr auf den p Prozessoren verteilt gespeichertes x-disjunktes Voronoi-
Diagramm, wobei jeder Prozessor O(%) Voronoi-Regionen und Voronoi-Kanten speichert; Ord-
nung k des gewtinschten Voronoi-Diagramms.



KAPITEL 4. PARALLELVERARBEITUNG IM KONTEXT HOHERER ORDNUNGEN 79

Ausgabe: Voronoi-Diagramm k-ter Ordnung V' Dy (S), das derart auf p Prozessoren verteilt ist,

daf3 jeder Prozessor O(@) Regionen mit jeweils k induzierenden Punkten speichert.

1. Die Prozessoren kommunizieren untereinander ihre Grenzpunkte, das sind die x-Maxima

ihres lokalen Bereichs.

2. Jeder Prozessor bestimmt die Prozessoren, die zu seinem lokalen Bereich adjazente Voronoi-
Regionen speichern. Dazu errechnet er die induzierenden Punkte dieser adjazenten Regio-

nen und durch binédre Suche in den Grenzpunkten den korrekten Prozessorbereich.

3. FORi:=2TO k DO

(a) Jeder Prozessor sendet die Grenzregionen (i-1)-ter Ordnung, die an seinem linken bzw.
rechten Voronoi-Grenzpfad liegen (also den linken bzw. rechten Zellpfad), an die je-

weils angrenzenden Nachbarprozessoren (sofern vorhanden).

(b) Mit Lees Algorithmus [51, S. 485f.] wandelt jeder Prozessor p; seinen lokalen Bereich
des VD;_1(5) (also den Bereich innerhalb der aktuellen Voronoi-Grenzpfade) in das
Voronoi-Diagramm i-ter Ordnung seines lokalen Bereichs um. An beiden VGP eines

Prozessors entstehen neue Regionen, die den aktuellen VGP tiberdecken.

(c) Da die einen VGP tiberlappenden Regionen auf beiden angrenzenden Prozessoren be-
rechnet, aber nur auf einem weiter benutzt werden sollen, erfolgt folgende Aufteilung:
Ist i gerade, verlduft der neue Voronoi-Grenzpfad an den links des alten VGP liegen-
den Kanten der tiberdeckenden Regionen i-ter Ordnung. Ist i ungerade, verlduft er an

ihren rechts des alten VGP liegenden Kanten.

Erlduterungen und Analyse

Die weiter oben zusammengefafiten Ergebnisse dieser Arbeit ergeben zusammen mit denen Lees,
daf3 jeder Prozessor aus seinem lokal gespeicherten Bereich durch zusitzliche Kenntnis der an-
grenzenden Zellpfade ein korrektes Voronoi-Diagramm der ndchsthoheren Ordnung erstellen
kann. Es bleibt hier daher nur noch zu zeigen, daf8 diese lokalen Diagramme derart gespeichert
werden, daf$ sie zusammen ein korrektes globales Diagramm ergeben.

In Abweichung von der tiblichen Begrenzung O() der Grofie des lokalen Speichers und der
Kommunikationspakete, die wahrend eines Supersteps versendet werden konnen, wird hier als
obere Schranke O(W) angenommen. Die origindre Begrenzung hat den eigentlichen Sinn,
den Speicherbedarf des sequentiellen Algorithmus im parallelen Gesamtsystem mit p Prozesso-
ren asymptotisch nicht zu tibersteigen. Durch Anpassung dieser Schranke erfolgt das gleiche hier,
da Lees sequentielles Verfahren eine Raumkomplexitit von O(k?(n — k)) hat; es stellt daher keine
Einschriankung, sondern statt dessen eine Erweiterung des Konzepts dar.

Die Zeit- und Raumkomplexitit der einzelnen Schritte ergeben sich wie folgt:

1. Dieser Schritt erfordert eine Kommunikationsrunde, in der O(p) Kopien eines Datums ver-

sendet und O(p) Grenzpunkte empfangen werden.
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2. Es gibt O(7) Regionen, zu denen die induzierenden Punkte der Nachbarregionen berechnet
werden miissen. Dies geschieht jeweils in konstanter Zeit, da der Bisektor bekannt ist. Die
bindre Suche erfordert O(log p) Schritte, so daf§ insgesamt eine Zeit in Héhe von O(%)

fur diesen Schritt erforderlich ist.

3. Die Schleife wird O(k)-mal ausgefiihrt.

(a) Ein Zellpfad hat hochstens die Grofie O(W) und kann daher in einem
Schritt versendet und empfangen werden. Die Kommunikationspartner dazu sind seit
Schritt 1 bekannt.

(b) Die i-te Iteration von Lees Algorithmus erfordert unter Verwendung der Verbesserung
von Aggarwal et al. [2], mit der sich Voronoi-Diagramme konvexer Polygone in Linear-

zeit berechnen lassen, O(%") Schritte.

(c) Mit einer geeigneten Datenstruktur wie einer geringfiigig abgewandelten DCEL kann
man neue Regionen markieren, die den alten VGP tiberdecken. (Es handelt sich tib-
rigens in der Tat um eine Uberdeckung, da keine Kanten des V D;_1(S) in V D;(S)
vorkommen.) Die Datenstruktur erlaubt dann die Bestimmung des neuen VGP in Li-
nearzeit beziiglich der Anzahl seiner Kanten. Diese iibersteigt O(@) nicht.

Die Neueinteilung der Prozessorbereiche, die zwischen je zwei VGP liegen, bewirkt,
dafl jede Voronoi-Regionen zu genau einem Bereich gehort und die Vereinigung dieser
Bereiche das korrekte Voronoi-Diagramm i-ter Ordnung bildet, welches asymptotisch

gleichméfig verteilt gespeichert ist.
Man erhilt folgendes Ergebnis:

Satz 4.16 Sei die Delaunay-Triangulation einer planaren Punktmenge S gleichmiif$ig verteilt auf einem
grobkornigen Multicomputer CGM(n, p) mit 3 > p und O(W) lokalem Speicher pro Prozessor ge-
speichert. Dann kann man daraus das Voronoi-Diagramm der Ordnung k von S mit einer Zeitkomplexitiit
von O(k%" + %) bei O(k) Supersteps und Kommunikationsrunden, in denen jeder Prozessor hochstens

O(@) Daten sendet und empfiingt, berechnen.

Beweis: Fast alle Schritte des Algorithmus werden durch O(Zf:1 %) = O(k%") dominiert bzw.
versenden Daten erlaubter Groie in O(k) - O(1) Kommunikationsrunden, nur Schritt 2 benétigt

O("l%) lokale Berechnungsschritte. O

Somit steht ein paralleler Algorithmus zur Verfiigung, der ausgehend von einem Voronoi-
Diagramm oder einer Delaunay-Triangulation die Familie aller Voronoi-Diagramme der Ordnung

< k effizient berechnet.

4.3 Parallele Bestimmung der Ordnung einer Triangulation

Um die Ordnung einer Triangulation zu bestimmen, gibt es zwei verschiedene Ansitze, die von

Gudmundsson et al. [40, S. 106] beschrieben werden. Davon ist hier aber nur das Verfahren mit
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Voronoi-Diagrammen k-ter Ordnung von Interesse, weil dieses fiir kleine k effizienter ist. In An-
lehnung an das sequentielle Verfahren testet dabei jeder Prozessor fortlaufend fiir jedes lokal
gespeicherte Dreieck der Triangulation, ob es die Ordnung k’ hat. k” wird dabei solange geeignet
erhoht, bis die Bedingung fiir jedes Dreieck zutrifft.

Ob ein Dreieck t die Ordnung k’ hat, bestimmt man durch die Priifung, ob der k’-nichste
Nachbar des Mittelpunktes ¢ des Umkreises von t ndher an c liegt als der Kreisrand. Nur wenn c
in einer lokal gespeicherten Voronoi-Region des Diagramms der Ordnung k’ liegt, 1463t sich dieser
Vergleich ohne Kommunikation durchfiihren. Andernfalls muf8 der Prozessor bestimmt werden,
in dessen lokalen Bereich c féllt und der daher auch den k’-nédchsten Nachbarn von ¢ kennt. Diese
Aufgabe wird durch den planaren Punktlokalisierungsalgorithmus von Diallo et al. [28] gelost,
der auf einem grobkornigen Multicomputer O(n) Anfragepunkte in einer planaren Subdivision
in O(%) Schritten findet.

Algorithmus 4.17 Parallele Bestimmung der Ordnung einer verteilt gespeicherten Triangulation

Eingabe: CGM(n, p) mit O(w) lokalem Speicher; eine gleichméflig auf p Prozessoren ver-
teilt gespeicherte Triangulation T(S) und das Voronoi-Diagramm VD(S) einer n-elementigen pla-
naren Punktmenge S mit jeweils O(%) Kanten pro Prozessor.
Ausgabe: Delaunay-Ordnung k von T(S).

1. FOR EACH Dreieck t von T(S) im lokalen Speicher DO

(a) Berechne den Umkreismittelpunkt von t und speichere ihn in der verwendeten Daten-

struktur.
2. k=1
3. DO

(a) Jeder Prozessor berechnet parallel das Voronoi-Diagramm k’-ter Ordnung V Dy (.S)
und fiihrt ein Preprocessing fiir Punktlokalisierungen durch. Dazu wird als Ausgangs-
diagramm dasjenige verwendet, welches in der vorigen Iteration berechnet wurde

bzw. bei k’ = 1 in der Eingabe vorliegt.

(b) Lokalisiere den Umkreismittelpunkt c jedes lokal gespeicherten Dreiecks t von T(S) in
V Dy (S) mit Hilfe des Algorithmus von Diallo et al. [28] und bestimme, ob der k’-

nichste Nachbar von ¢ im Umbkreis von t liegt.

(c) Jeder Prozessor sendet an alle anderen, ob alle Dreiecke in seinem lokalen Speicher
k’-OD-Dreiecke sind.

d) K =2k

WHILE (3 Dreieck t auf einem beliebigen Prozessor, das kein k’-OD-Dreieck ist)
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4. /* Das gesuchte k liegt nun zwischen &’ und 2k’ */
Fiihre das Verfahren von Schritt 3 analog einer bindren Suche im Intervall [£’, 2] durch und
bestimme so die korrekte Ordnung k von T. Benutze als Startdiagramm jeweils V Dy (S), das

bereits in Schritt 3 berechnet worden ist.

Analyse

Findet man ein Dreieck, in dessen Umkreis mindestens k” Punkte liegen, wird k’ verdoppelt und
das Verfahren wiederholt. Nach O(log k) Schritten kann man daher ein Intervall eingrenzen, in
dem das gesuchte k liegt. Nach weiteren O(log k) Schritten kann man durch bindre Suche in die-
sem Intervall das korrekte k bestimmen. Die Korrektheit des Algorithmus folgt aus der Korrekt-
heit des seriellen Algorithmus, des Punktlokalisierungsalgorithmus von Diallo et al. [28] in Schritt
3b und des Algorithmus zur Bestimmung des Voronoi-Diagramms hoherer Ordnung dieser Ar-
beit.

Gudmundsson et al. [40, S. 106] benutzen in ihrer Arbeit ein Ergebnis von Ramos [60], mit
dessen Hilfe sich ein Voronoi-Diagramm k’-ter Ordnung in O(k'n log n) Schritten herstellen und
auf Punktlokalisierungsanfragen vorbereiten ldfst. Sie folgern daraus, dafs der Gesamtalgorith-
mus eine serielle Zeitkomplexitit von O(kn log nlog k) hat. Diese obere Schranke 148t sich durch
die Verwendung von Lees Algorithmus [51] mit der Verbesserung von Aggarwal et al. [2] zu
O(log k(nlogn + nk?)) verdndern, was fiir k = O(logn) eine Beschleunigung darstellt. Fiir die

Parallelisierung 1463t sich feststellen:

Satz 4.18 Die Ordnung einer planaren Triangulation T(S), die zusammen mit dem Voronoi-Diagramm
VD(S) verteilt auf einem grobkornigen Multicomputer CGM(n, p) gespeichert vorliegt, lifst sich mit einer

Zeitkomplexitit von O(log k- W) in O(log k) Supersteps und Kommunikationsrunden berechnen.

Beweis: Die ersten beiden Schritte haben offensichtlich eine Zeitkomplexitit von O(%) bzw. O(1).
Die erste Schleife wird O(log k)-mal ausgefiihrt, Schritt 3a benottigt in jeder Iteration O(W)
Zeit. Demgegentiber hat Schritt 3b in jeder Iteration eine Zeitkomplexitdt von O("l"%). Die bei-
den letzten Teilschritte der Schleife werden hinsichtlich lokaler Berechnung von den ersten beiden
dominiert, es ist aber eine Kommunikationsrunde pro Iteration notwendig. Da die zweite Schlei-
fe dieselbe Zeitkomplexitdt wie die erste hat und die Berechnung des Voronoi-Diagramms k’-ter
Ordnung schrittweise erfolgen kann, ergibt sich eine Gesamtkomplexitit von O(log k - W)
fuir lokale Berechnung und von O(log k) fiir die Anzahl der Supersteps und Kommunikationsrun-

den. O

Nach einer Verbesserung des seriellen Algorithmus fiir £ = O(logn) erreichen wir hiermit
auch eine effiziente Parallelisierung, wenn das Voronoi-Diagramm Teil der Eingabe ist. Dar-
aus folgt zusitzlich, daff das Problem ohne vorliegendes Voronoi-Diagramm optimal paralleli-
siert werden kann, wenn es einen optimalen CGM-Algorithmus zur Berechnung des Voronoi-

Diagramms gibt.
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4.4 Parallel niitzliche k-OD-Kanten bestimmen

Das Verfahren, aus allen k-OD-Kanten die niitzlichen herauszufiltern, unterscheidet sich im
Grundsatz nicht sehr stark von der Bestimmung der Ordnung einer Triangulation. Zu jeder Kante
werden zwei Eingabepunkte bestimmt, die mit der Kante zwei Dreiecke ergeben. Dann wird ana-
log zum vorigen Abschnitt mit Hilfe des Voronoi-Diagramms k-ter Ordnung berechnet, ob diese
Dreiecke k-OD-Dreiecke sind. Zur Bestimmung dieser beiden Punkte zu einer k-OD-Kante uo
muf$ allerdings noch etwas Vorarbeit geleistet werden, ndmlich die Bestimmung der Delaunay-
Kanten, die von uv geschnitten werden. Liegen beide Endpunkte von %o nicht in demselben
Prozessorbereich, ist dieser Schritt mit zusatzlicher Kommunikation verbunden. Im grobkorni-
gen Parallelrechnermodell ohne gemeinsamen Speicher fiihrt dies zu einem Algorithmus, dessen

Laufzeit nur schwer nach oben abgeschitzt werden kann, was fiir das PRAM-Modell nicht gilt:

Algorithmus 4.19 Parallele Bestimmung niitzlicher k-OD-Kanten im PRAM-Modell

Eingabe: Planare Punktmenge S mit n Punkten, Delaunay-Triangulation von S, alle k-OD-

Kanten von S.

Ausgabe: Alle niitzlichen k-OD-Kanten von S.
1. Preprocessing: Berechne parallel das Voronoi-Diagramm k-ter Ordnung von S.

2. FOR EACH Kante uv, die lokal gespeichert ist PARDO

(a) Lokalisiere die zugehorigen Punkte u und v in der Delaunay-Triangulation.

(b) Traversiere von u nach v entlang %o von Delaunay-Dreieck zu Delaunay-Dreieck und
speichere dabei alle geschnittenen Delaunay-Kanten. Falls dies mehr als 2k-1 oder auf

einer Seite mehr als k sind, ist v nicht niitzlich.

(c) Bestimme s; und sy wie in Lemma 1.24 definiert. Berechne, wie viele Punkte - hoch-
stens k (niitzlich) oder doch mehr (nicht niitzlich) - in den Umkreisen C(u, s1,v) und
C(u, 52,v) liegen. Benutze dafiir das Voronoi-Diagramm k-ter Ordnung, um den k-
test-ndchsten Nachbarn zu finden und dessen Abstand zum Mittelpunkt des aktuellen

Kreises mit dem Kreisradius zu vergleichen.

Erliuterungen und Analyse

Die Berechnung des gewohnlichen Voronoi-Diagramms bei gegebener Delaunay-Triangulation
ist in O(1) Zeitschritten bei O(n) Work moglich. Die Umwandlung des Diagramms von der Ord-
nung 1 zur Ordnung k erfordert eine Abwandlung des CGM-Algorithmus: In jeder Iteration wird
jede Voronoi-Region gleichzeitig in eine Region der ndchsthéheren Ordnung umgewandelt, wozu
die Berechnung des Voronoi-Diagramms von S\ H' nétig ist. Hierfiir verwenden wir den paralle-
len Algorithmus von Amato et al. [4], der auf einer EREW-PRAM in O(log®n) Zeitschritten und
O(nlogn) Work das Voronoi-Diagramm einer n-elementigen Punktmenge bestimmt.

Zur Ausfiihrung des Algorithmus ist der gleichzeitige lesende Zugriff auf Eingabeobjekte er-
forderlich, ein gleichzeitiger schreibender Zugriff jedoch nicht, weshalb eine CREW-PRAM als
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ausfithrendes Modell gewéhlt werden kann. Die Korrektheit des Algorithmus folgt aus der Kor-
rektheit seiner seriellen Variante und der eingesetzten Verfahren zur Bestimmung des Voronoi-

Diagramms k-ter Ordnung. Man kann schliefSen:

Satz 4.20 Hat man alle k-OD-Kanten einer planaren Punktmenge S aus n Punkten und ihre Delaunay-
Triangulation gegeben, lassen sich alle niitzlichen k-OD-Kanten von S in O(k - log®(kn)) Zeitschritten bei
O(k*nlog(kn)) Gesamtoperationen auf einer CREW-PRAM berechnen.

Beweis: Die Umwandlung des Voronoi-Diagramms der Ordnung i-1 in eines der Ordnung i er-
fordert mit dem o. a. Verfahren O(log?(kn)) Zeit und O(knlog(kn)) Work pro Iteration, weil
O(k(n — k)) = O(kn) Voronoi-Regionen zu modifizieren sind und diese O(kn) Kanten ha-
ben konnen. Multipliziert mit O(k) Iterationen ergibt sich das Resultat des Satzes. Die tibrigen
Schritte werden hiervon dominiert: Das Lokalisieren der Punkte erfolgt in O(log(n)) Zeit bei
O(knlog(kn)) Work, das Traversieren der Kanten benétigt O(k) Zeit und O(k?n) Work und der
letzte Schritt erfordert schlieSlich O(logn) Zeit und O(knlogn) Work. O

In einer CGM-Variante dieses Verfahrens trifft man auf das Problem der Verteilung der k-
OD-Kanten. Da die Delaunay-Triangulation dann nicht in einem gemeinsamen Speicher vorliegt,
miifite jede Kante wv zu ihrer Traversierung an die Prozessoren versendet werden, deren lokaler
Bereich der Delaunay-Triangulation zumindest teilweise von %o geschnitten wird. Es ist bisher
nicht gelungen zu zeigen, daf} kein Bereich wihrend der Schleife mehr als O(%”) Punkte spei-
chern mu8. Diese Speichergrenze spielt bei gemeinsamem Speicher naturgeméf keine Rolle, sollte
aber bei einem CGM-Algorithmus schon wegen der Lastverteilung eingehalten werden. Der Be-
weis einer nichttrivialen oberen Schranke bleibt Bestandteil weiterer Forschungen. Hierfiir miifte
man zeigen, daf sich die k-OD-Kanten gleichméfiig innerhalb der vorliegenden Prozessorteilbe-

reiche der Delaunay-Triangulation verteilen.

4.5 Fazit

In diesem Kapitel ist ein CGM-Algorithmus fiir die Berechnung von Delaunay-Triangulationen
erster Ordnung angegeben worden, mit dessen Hilfe sich mehrere Eigenschaften von Netzen
optimieren lassen. Weiterhin wurde der erste dem Autor bekannte parallele Algorithmus zur
Berechnung von Voronoi-Diagrammen hoéherer Ordnung entworfen. Die zunédchst ausfiihrlich
beschriebene CGM-Variante dieses Verfahrens wurde im letzten Teilkapitel auflerdem in einen
Algorithmus fiir eine CREW-PRAM umgesetzt. Im Bereich der Anwendungen im Kontext hohe-
rer Ordnungen konnte die Bestimmung der Ordnung einer Triangulation effizient fiir das CGM-
Modell parallelisiert werden und der sequentielle Algorithmus gegeniiber der Originalarbeit fiir
kleine Werte k verbessert werden.

Im letzten Abschnitt bleibt bei der Bestimmung aller nititzlichen k-OD-Kanten die Frage nach
einer konkreten oberen Schranke fiir die Laufzeit eines CGM-Algorithmus offen. Wéahrend sich
fur eine CREW-PRAM eine effiziente Parallelisierung angeben lafst, bleibt die Umsetzung ins
CGM-Modell Thema weiterer Forschungsarbeit.



Kapitel 5

Paralleles Preprocessing zur

Visualisierung von TINs

Fiir die Darstellung eines TINs am Bildschirm mochte man die vorher bei der parallelen Berech-
nung und verteilten Speicherung erzielten Vorteile der Parallelverarbeitung natiirlich nicht aufge-
ben. Dieser Abschnitt soll daher zeigen, wie man das in der Computergrafik bekannte Verfahren

der Tiefensortierung (engl.: depth order) durch Parallelverarbeitung beschleunigen kann.

5.1 Grundlagen

Zur Darstellung eines zweieinhalbdimensionalen TINs auf einem {iblichen zweidimensionalen
Bildschirm miissen die darzustellenden Objekte aus dem Raum auf die Sichtebene projiziert wer-
den. Es kommt dabei vor, dafl Objekte im Raum andere Objekte verdecken, weil diese vom Stand-
punkt des Betrachters aus gesehen vor den verdeckten Objekten liegen. Bei der Visualisierung
muf dies berticksichtigt werden, weil sonst kein realistisches Bild der dargestellten Szene ent-
steht.

Ein wichtiger Algorithmus zum Entfernen verdeckter Oberflidchen (engl.: hidden-surface remo-
val) bedient sich der Tiefensortierung. Dabei wird jedem Objekt ein Tiefenwert zugeordnet, an-
hand dessen bestimmt wird, in welcher Reihenfolge die Objekte gezeichnet werden miissen, um
ein korrektes Ergebnis zu erhalten. Je weiter hinten vom Betrachter aus gesehen die Objekte lie-
gen, desto frither werden sie auf den Bildschirm gebracht. Da dieses Verfahren der Arbeitsweise
eines Malers dhnelt, wird es Maleralgorithmus genannt. Es gibt zwar den Fall der zyklischen Uber-
lappung, in dem eine Tiefensortierung nicht moglich ist und der Maleralgorithmus ohne zusitz-
liche Techniken versagt, solch einen Fall kann man aber bei der Darstellung von Dreiecksnetzen
recht einfach ausschliefien (s. de Berg [12, S. 84]).

Das Verfahren zur Bestimmung einer Tiefenreihenfolge der Objekte bei gegebener Blickrich-
tung des Betrachters beruht auf der Erkenntnis, daf} ein Strahl im Raum zwei Dreiecke in genau
der Reihenfolge schneidet wie der in die x-y-Ebene projizierte Strahl die ebenfalls projizierten
Dreiecke schneidet, falls die geschnittenen Dreiecke sich nicht iiberlappen (vgl. de Berg [12, S.

84]). Weil diese Bedingung bei Dreiecksnetzen erfiillt ist, gentigt es, die Tiefenreihenfolge fiir die
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Projektion der Dreiecke und des Strahls der Blickrichtung zu bestimmen.

Definition 5.1 Seien d die in die x-y-Ebene projizierte Blickrichtung des Betrachters und t und t’ in die
x-y-Ebene projizierte Dreiecke eines Dreiecksnetzes T. Dann liegt Dreieck t vor Dreieck t', wenn es eine

Gerade in der Ebene mit Richtung d gibt, die erst t und dann t’ schneidet.

5.2 Algorithmus

Die Tiefenreihenfolge fiir die einzelnen Dreiecke eines anhand von vertikalen Grenzpfaden ver-
teilt gespeicherten TINs 1463t sich ohne viel Kommunikationsaufwand parallel bestimmen, wenn
die Blickrichtung des Betrachters winkelméfsig nicht sehr stark von der horizontalen Achse ab-
weicht. Wenn namlich die Blickrichtung nicht steiler als die steilste Kante auf allen Grenzpfaden
zwischen zwei Prozessoren ist, liegen die Dreiecke eines Prozessors alle vor den Dreiecken seines

rechten Nachbarn.

Algorithmus 5.2 Parallele Bestimmung der Tiefenreihenfolge(T, d)

Eingabe: CGM(n,p), TIN T mit n Stiitzstellen als 7" = | J, <j<p_1 Tj verteilt auf p Prozessoren ge-
speichert, die Aufteilung erfolgt durch vertikale Delaunay-Pfade an den Prozessorgrenzen; Blick-

richtung d.

Ausgabe: Verteilt gespeicherte Tiefensortierung der Dreiecke von T anhand von Prioritdtsnum-

mern fiir jedes Dreieck.

1. Jeder Prozessor (aufler dem duflerst linken) berechnet fiir jede Kante seines linken Grenzpfa-
des ihren Winkel zur x-Achse. Ist das Maximum dieser Winkel auf einem Prozessor grofier

als d, wird die Eingabe zuriickgewiesen und dieses Maximum ausgegeben.

2. Lokal wird auf Prozessor p; der duale Graph G; = (V}, E;) von T konstruiert. G ist zu-
nichst ungerichtet, wird aber hinsichtlich der “liegt vor”-Relation folgendermafsen gerich-
tet: Eine Kante ab wird zu ab gerichtet, falls Dreieck a vor Dreieck b liegt, sie wird zu ba

gerichtet, falls b vor a liegt und geloscht, falls keiner der beiden Félle gilt.

3. Jeder Prozessor fiihrt lokal auf G; eine topologische Sortierung durch und vergibt fiir jedes

Dreieck eine Prioritditsnummer.

4. Global wird die parallele Prafix-Summe iiber die Anzahl der auf den Prozessoren gespei-

cherten Dreiecke berechnet.

5. Die Prioritditsnummern der Dreiecke werden um das fiir den eigenen Prozessor geltende

Ergebnis der Préfix-Summe erhoht.
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Erliuterungen und Analyse

Die letzten beiden Schritte konnen entfallen, wenn jeder Prozessor die Aufgabe tibernimmt, seine
lokalen Daten an die Bildschirmausgabe zu tibermitteln. Es gentigt dann, jedes Dreieck neben der
Prioritat mit der zugehorigen Prozessornummer zu behaften und sie zunéchst in der Reihenfolge
der Prozessoren und erst dann der (lokalen) Prioritdt auf den Bildschirm zu bringen.

Das Berechnen der Steigung der Grenzpfadkanten ist in Linearzeit beztiglich der Pfadldnge
zu bewiltigen. Die eventuelle Riickgabe des zuldssigen Maximalwertes fiir d erfordert bei ei-
ner Kommunikationsrunde O(p) lokale Berechnungsschritte. Ist das TIN in einer geeigneten Da-
tenstruktur (etwa in einer doppelt verketteten Kantenliste) gespeichert, so ist der duale Graph
sehr einfach zu konstruieren. Man benétigt dafiir nur O() Schritte, da nach Folgerung 2.2 das
gesamte TIN hochstens 2n — 4 Dreiecke (und G somit Knoten) hat. Das Richten der Kanten
ist ebenfalls in Linearzeit moglich. Die topologische Sortierung hat eine Zeitkomplexitdt von
O(V;| + |Ej]) = O(%). Die globale Prafix-Summe kann durch das Versenden und Addieren von
O(p) Daten bei einer Kommunikationsrunde in O(p) Zeitschritten erfolgen.?! Die Aktualisierung
der Prioritaten benotigt dann noch O( %) lokale Schritte. Es folgt nun direkt:

Satz 5.3 Der Algorithmus zur Bestimmung der Tiefenreihenfolge in einem TIN bei zulissiger Blickrich-
tung d benbtigt auf einem grobkornigen Multicomputer CGM(n, p) mit 3 > p O(1) Kommunikations-
runden und hat eine optimale Berechnungskomplexitit von O(2).

n
p

5.3 Fazit

In diesem Kapitel ist ein optimaler CGM-Algorithmus angegeben worden, mit dessen Hilfe ei-
ne Tiefensortierung eines TINs bei gegebener Blickrichtung berechnet werden kann. An diese
Blickrichtung wird eine Vorbedingung gestellt, sie muff “moglichst waagrecht” sein, um jeden
vertikalen Delaunay-Pfad genau einmal zu durchstofien. Diese Einschrankung konnte man auf-
heben, wenn es einen grobkornigen parallelen Algorithmus zur Berechnung der topologischen
Sortierung eines Graphen gébe.

Fiir das PRAM-Modell gibt es ein solches Verfahren von Thomas H. Spencer [65], das mit
Hilfe spezieller Listen und der transitiven Hiille eines Graphen dessen topologische Sortierung
berechnet. Unter den hier gegebenen Bedingungen benotigt dieser Algorithmus auf einer EREW-
PRAM eine Ausfiihrungszeit von O(% log*p) und O(np?log p) Operationen. Zur Losung unseres
Problems der Tiefensortierung bei beliebiger Blickrichtung miifite also nur der duale Graph von
T anhand der “liegt-vor”-Relation gebildet und fiir ihn mit diesem PRAM-Algorithmus eine to-
pologische Sortierung berechnet werden. Wir sind allerdings an einer grobkornigen Losung in-

teressiert, deren Entwicklung das Ziel zukiinftiger Forschungsarbeit ist.

2lHier wird im Hinblick auf ein grobkorniges Modell auf das Bindrbaumparadigma zur Berechnung der Préfix-Summe
verzichtet, um Kommunikation zu sparen.



Schlufibemerkungen

In dieser Arbeit konnte gezeigt werden, dafs sich das Konzept der Delaunay-Triangulation ho-
herer Ordnung und verwandte Verfahren in wesentlichen Teilen durch Parallelverarbeitung be-
schleunigt werden konnen. Als geeignetes paralleles Rechenmodell ist hierfiir nach dem Ver-
gleich dreier Modelle das des grobkérnigen Multicomputers (CGM) gewidhlt worden, weil es rea-
litatsnah und vergleichsweise einfach bei Entwurf und Analyse ist. Die Algorithmen, von denen
eine effiziente Parallelisierung entworfen worden ist, konstruieren die gewohnliche Delaunay-
Triangulation und jene erster Ordnung sowie Voronoi-Diagramme hoherer Ordnung und be-
stimmen die Ordnung einer Triangulation sowie eine Tiefensortierung von geeigneten Dreiecks-
netzen. Von diesen Verfahren sind besonders die Algorithmen fiir die gewohnliche Delaunay-
Triangulation und die Voronoi-Diagramme hoherer Ordnung hervorzuheben, da sie eine nicht-
triviale Verbesserung bzw. eine vollstandige Neuerung darstellen und die Grundlage fiir die an-
deren Methoden bilden.

Eine Gelegenheit fiir weitere Forschungen bieten die drei folgenden theoretischen Probleme:
erstens ein Beweis, fiir welche konkreten Punktverteilungen sich effizient bzw. nicht effizient mit
dem entworfenen Algorithmus die Delaunay-Triangulation berechnen 1dfit, zum zweiten ein Be-
weis, daf$ sich die k-OD-Kanten beim Niitzlichkeitstest giinstig verteilen (lassen) und schliefdlich
ein grobkorniger Algorithmus, der fiir jede Eingabe eine topologische Sortierung eines gerichte-
ten und azyklischen Graphen berechnen kann. Zudem kann man in weiteren Arbeiten die prakti-
sche Performance des theoretisch verbesserten Delaunay-Algorithmus untersuchen und mit den
fiir diese Arbeit implementierten und auf zwei Clusterrechnern getesteten und evaluierten Vari-

anten vergleichen.
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